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本 节 是 作者 根据 他 在 几 记 大 学 里 讲授 的 抽象 代数 学 讲义 编 成 的 。 全 书 


分 三 卷 。 森 卷 足 着 1， 绿 合 地 介绍 抽象 代数 学 的 基 本 概念 ,是 一 本 较为 理想 
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本 刷 是 将 要 内 版 的 --- 部 分 为 三 矢 总 名 叫做 “抽象 代数 学 ”的 
移 1， 这 三 艾 书 是 以 著者 过 去 十 年 关 在 北 加 路 里 那 (North Caro- 
lina) 大 学 , 鹊 输 . 霍 帕 京 (Johas Hopkins) 大 学 及 耶鲁 (Yale) 大 
学 的 主义 为 基础 写 出 的 ， 总 的 媳 划 是 :本 知 作 为 抽象 代数 学 的 导 
引 , 钵 述 最 重要 的 代数 柳 念 ， 为 达到 这 样 的 目的 ,势必 不 能 把 所 要 
介绍 的 葵 题 都 作 广 泛 潍 大 的 惕 明 ; 但 是 仍 企图 越 出 代数 系 的 基础 
理 鹊 与 初等 性 质 的 范围 , 因 睡 在 内 容 上 必须 作 一 定 程度 的 取舍 .我 
们 认为 :在 这 一 阶段 里 , 与 其 食 着 表 多 上 多 懂 一 些 , 不 如 在 车 干花 
题 上 多 深入 了 解 一 些 . 

本 书 的 千 2， 知 3 较 具 专门 性 质 ， 对 于 其 中 的 萌 题 将 作 概 括 
的 培 朋 。 知 2 以 线性 代数 学 为 主题 , 航 述 向 量 空间 的 理 答 。 矢 3 
是 域 敬 呈 加 罗 华 《Galois》 的 理论 ， 计 论 域 的 代数 炉 构 与 域 的 赋 
值 . 


丛书 三 千 都 按 妓 堂 用 的 教 本 来 琶 矢 的， 包括 有 大 量 难 易 程度 
不 等 的 习题 ; 车 干 附 有 星 号 的 习题 是 裤 训 为 在 处 理 中 上 比较 酚 手 的 
难题 ， 少 数 附 有 星 号 的 节 自 ( 记 革 如 *1) 则 表明 可 以 略 去 ,而 不 致 
影响 对 后 首 内 容 的 理解 ， 

在 右 写 本 知 过 程 中 , 计 多 朋友 曾 提 供 有 和 俭 的 意见 与 鼓励 。 克 
里 霜 得 〈A，H，Clifford) ， 堆 契 才 得 〈G，Hochschild) 与 移 输 孙 
《R. 王 、Johnson) 三 位 教授 , 芬 克 拜 岗 《〈D. FFinkbeiner) 与 米尔 
所 〈W,， H，Mills) 两 位 博士 合并 过 底稿 的 各 部 分 , 对 修改 原稿 提 
出 有 俭 的 齿 解 ;后 面 两 位 还 协助 校对 ,在 这 里 谨 向 他 们 致 以 就 号 的 
谢意 . 

要 柯 园 潍 (N. Jacobson) 


New Haven, Conn. 
1951 年 元 月 22 日 
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从 集合 论 来 的 概念 .自然 数 厅 


本 册 的 日 的 是 介绍 基本 代数 系 : 理 , 环 、 域 、 带 算 子 军 、 模 及 烙 . 
这 些 代数 系 的 研究 包含 古典 代数 学 前 主要 部 分 ; 故 从 这 一 角度 来 
才 , 题 材 是 古老 的, 但 这 里 采用 公理 开发 , 方法 上 较 为 新 颖 ， 因 为 
我 个 的 讨论 不 限于 特殊 代数 系 (例如 ,实数 系 ) ,初学 者 有 时 会 为 抽 
象 所 营 ; 但 通过 习题 与 例子 的 补充 学 习 , 会 有 助 于 困难 的 克服 .无 
论 如 他 ,这 样 做 法 显然 可 以 节省 许多 时 间 , 且 使 识 识 更 加 清楚 . 

我 们 将 要 讨 徐 的 代数 系 的 基本 要 这 是 集合 及 这 些 和 集合 的 映 
照 ， 故 在 叙 壕 中 常 遇 网 从 集合 论 引 来 的 概念 。 所 以 竺 手 计 哈 代数 
系 之 前 , 有 必要 在 这 引 论 的 开 嫌 简单 地 把 这 些 概念 表明 一 下 ， 我 
俩 不 打算 在 这 第 合 葵 大 移 的 提要 里 作 严 格 的 令 述 ， 芒 者 可 矢 考 系 
糙 而 疼 才 时 痊 这 门 学 问 的 其 他 标准 教 本 ,其 中 以 布 巴 基 (Bourbaki) 
的 “集合 论 ” (Théorie des Ensembles) 特别 适合 要 求 。 

本 引 葵 的 第 二 部 分 把 自然 数 系 忆 作为 抽象 算 柔 子 以 概述 ， 以 
人 柜 定 能 适合 皮 阿 罗 《Peano) 公理 的 一 个 集合 及 这 和 集合 里 的 喘 照 
(后 条 映照 ) 为 出 发 点 ， 由 是 , 在 了 里 导入 加 法 , 乘法 及 次 序 关 条 . 
还 把 整数 系 I 定义 为 自然 数 系 P 的 -一 种 拓 广 ， 最 后 , 引出 初等 车 
恰 上 不 可 少 的 关于 了 的 一 二 算术 事实 。 关 于 自然 数 系 基 础 理论 的 
完整 叙述 可 瑚 考 苦 道 《〈La-dan) 的 "分析 基础 ”(Grundlagen der 
Analysis) 及 格拉 甫 斯 (Graves) 的 " 实 变 画 数 薛 "(Theory of Func- 
tions of Real Variables), 

1. 集合 的 运算 我们 以 简单 涉猎 集合 论 的 基本 构 侈 作为 讨论 
的 开端 . 

设 5 是 元 素 a，56,c，.… 的 一 个 任意 集合 ,各 元 素 的 本 质 如 
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们 ,与 计 铃 无关， 我 们 凡 a€ 5 或 $3a 表示 元 素 4 属于 S， 珊 4 
与 了 为 5 的 两 个 子 和 集合 ,如 果 4 里 每 个 元 来 4 都 属于 了 ,就 向 4 使 
于 B, 葡 B 舍 有 4 (本 法 是 4SB, 或 B 忆 4)， 因 此 4 = 8 的 意 
义 是 : 4B, 出 时 也 有 8 过 4。 如 果 42B3，, 但 8 天 4、 就 配 作 
4 8; 这 时 我 们 论 , 4 凌 的 爹 有 8, 或 褒 B 是 4 的 鞭子 集合 

设 4 与 B 是 5 的 住 痊 两 个 子 和 集合 , 则 辣 时 有 c€4,c€B 的 所 
有 元 素 的 集合 叫做 4 与 8 的 交 , 配 作 4 门 B8; 推广 这 意义 就 可 定 
义 任意 有 限 个 集合 的 交 ， 采 以 《4} 表示 由 3 的 子 集合 租 成 的 任 
一 集合 ,我 们 可 进一步 推广 而 把 同时 属于 {4} 里 每 个 4 前 所 有 元 
案 < 的 集合 定义 为 交 门 4。 如果 {4) 为 有 限 集合 ,以 本 ,4z 


局 表示 时 , 则 交 可 于 为 门 才 ,或 4n4n… na 
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类 似 的 襄 明 可 施 于 5 的 子 和 集合 的 到 辑 和 ， 出 若干 子 集合 4 租 
成 的 集合 {4} 的 穆 辑 和 长 余 集 是 元 来 # 的 集合 , 这 里 * 至 少 属于 
{4} 的 基 一 个 4 区 .这 集合 配 作 U 4， 如 果 {.4) 为 有 限 和 集合 , 则 这 


集合 配 作 4 或 AU AsU UA 
i 


由 3 的 所 有 子 集合 构成 的 集合 记 作 P(S)。 为 着 更 除 例外 情 
形 的 考虑 , 有 必要 把 全 集合 3 及 空 集合 也 作为 PC(S) 的 成 分 ， 空 
集合 可 看 作 寺 元素, 附加 于 '" 实 有 的 "于 集合 所 构成 的 集合 里 ,并 于 
作 多 . 王 4 与 互 不 相 诡 , 亦 即 演 有 公共 元 素 时 ,可 用 方程 4n 好 一 
销 来 表达 ， 这 了 就 显 出 导 太 次 集 合 的 好 处 ， 融 3 是 个 元 案 的 有 限 
集合 , 旭 了 (S) 的 元 索 是 : 这 集合 1， 各 合 一 个 元 素 的 ”个 集合 ， 


-各 含有 个 元 素 的 《“ ] 一 ?下 一 上 下 二 十 二 个 集合 


等 等 ， 故 P(S) 里 元 素 的 首 数 是 


i) (+) 

2. 积 集合 ,映照 设 5 与 7 是 任意 集合 , 则 积 集 合 SXT 是 
(s ,让 的 第 合 , 这 里 *ESyrET。 3 与 了 无 稍为 不 同 的 集合 积 集 
合 S X 7 里 的 元 素 Ge 用 与 《rt 作为 相等 ,必须 而 且 只 须 一 
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二 3 仿 有关 个 元 素 om sm， 而 了 含有 2 个 元 来 
9 则 5S X 了 含有 zez 个 元 案 《rr 雪 。 一 般 豆 来 ， 屋 
Si 52，*"……， 5; 为 任意 集合 , 旭 了 HS 或 5 X 5, X .… XX 5, 是! 条 
租 (ru os) 的 集合 ,这 里 第 i 个 灾 量 ”属于 Si 

紫 合 8 到 集合 了 内 的 ( 划 值 ) 映照 “是 把 每 个 *63 与 一 个 
46 了 工 联 系 起 来 的 -- 个 对 应 :在 T 里 的 象 , 初等 数学 上 常 记 做 
ec(9); 但 我 合 将 发 现 以 sa 或 站 来 表示 更 为 方便 ， 有 了 映照 <, 就 
可 得 出 由 (s, so) 移 成 的 S$ X 了 的 子 集合 ,时 做 w 的 图 示 。 宪 的 特 
性 是 : 

1. 珊 :是 5 的 任 一 个 元 素 , 期 图 示 里 有 如 (s， 纹 形 的 一 个 元 
素 存 在 ， 

2. 机 (ro) 与 《5 同 在 图 东 内 ,天 二 

映照 w 能 使 每 个 :ET 必 为 某 些 *E3 的 得 时 , 就 设 4 是 8 济 
7 上 前 上 映照， 不 短 “是 3 到 了 内 或 到 了 上 的 映照, 5 的 象 集合 ( 即 
象 元 老 和 的 集 台 ) 都 让 做 Sa 或 5*， 订 5 到 TT 内 的 映照 a 使 S$ 里 不 同 
元 素 的 象 也 不 相同 , 亦 序 只 有 一 5, 才 有 se = se 时 ,这 样 的 人 
称 为 1 一 1 映照 ， 邻 设 2 是 5 到 荆 上 的 1 一 1 映照 , 如 果 上 是 了 的 
任 一 个 元 素 , 旭 在 5 里 必 有 唯一 .元素 使 sa 二 t。 故 车 把 这 个 元 
由 :与 :联系 起 来 , 郎 得 了 到 5 内 的 一 个 映照 , 对 做 a 的 族 陕 腿 、 
筷 作 oi， 显 然 < 了 是 了 到 5S 上 的 1 一 1 映照 . 和 

5 到 工 欣 航 两 个 映照 4 与 8 作为 相等 的 充 要 条 件 无 疑 地 是 : 
对 于 8 里 所 有 s, sa 二 sB。 这 就 是 说 , a = 8B 的 充 要 条 件 是 : 它 他 
有 出 一 的 贸 示 . 

认 4 是 5 到 了 内 的 映照 ,而 8 是 工 到 第 三 集合 辟 内 的 映照, 则 
5 的 元 案 到 内 元 窗 《se)8 的 映照 叫做 “ 与 8 前 积 , 放 作 ap; 
故 由 定义 得 *(xp) = (so) 8B. 

一 个 集合 铬 它 自身 内 前 映照 对 做 这 集合 的 变换 ， 其 中 含有 使 
5 电 每 个 元 过 都 不 动 的 民 等 映照 或 往 等 杰 换 , 才 作 1 (必要 时 或 
作 1)， 悦 a 是 5 的 任 一 个 诡 演 ,显然 有 总 = a 二 ta 

避 a 是 8 济 T 上 的 1 一 1 映照 .而 a 是 它 的 道 映照 , 旭 ao 一 
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fi 而 og = 1z， 反 过 来 瑶 , 订 a 是 5 到 内 的 汪 个 映照 , 别 B 是 
人 到 5 内 的 一 个 映照 , 如 果 a8B 二 1s, 而 Bx 二 17r, 旧 0 与 8 都 是 
1 一 1 映照 , x 必定 是 5 种 上 的 映照 ，B 必定 是 了 到 8 上 的 映照， 
而 且 B = or:， 这 性 质 很 有 用 , 井 且 也 容易 黎明 的 ". 

积 集合 的 得 念 使 我 们 能 够 定义 二 或 多 变数 的 男 数 的 概念 辟 
如 , 项 数值 属于 了 的 8 里 两 个 变数 的 夯 数 便 是 S XS 到 了 内 的 一 
个 映照 .更 进一步 还 可 考 穹 8 X 中 到 卫 闪 的 映照 . 但 特别 能 有 
趣味 的 却 是 3 X 3 到 5 内 的 映照 ,这 映照 时 做 S 里 的 二 元 合成 . 

3. 等 价 关 季 ”我们 褒 关 系 R 徐 确 定 在 集合 5 里 的 意思 是 指 : 
对 于 任意 有 序 二 维 组 (ca, 5) ,这 里 *, 5 属于 集合 8 ,我 们 能 够 决定 
4 是 藻 与 有 这 已 知 关系 。 更 明确 地 瑶 , 关系 可 定义 为 3 X 3 济 
由 两 个 元 素 构 成 的 集合 办 的 映照 ， 我 们 可 取 " 是 ”与 “ 非 "两 字 为 这 
两 个 元 素 . 于 是 ,如 果 (a,5) 一 是 ( 亦 序 映照 于 “是”"), 就 说 :4 对 
于 5 有 已 知 的 关系 , 写作 <R5。 如 果 (oa 可 一 非 ,就 说: 4 对于: 
污 已 知 的 关系, 写作 a 天 2. 

设 关系 ~( 代 蔡 R) 适合 下 列 条 件 : 

1.a~a( 反 身 性 )， 

2.4~b, 则 5~va (对 称 性 )。 

3.4~b, 且 5~c, 基 am~e 《传递 性 )。 

这 种 关系 叫做 等 

珊 取 和 平面 上 点 的 集合 为 S， 并 以 点 4 与 6 在 同一 水 平 线 .上 来 
定义 ae~5, 这 样 便 得 等 价 关系 的 例 ， 设 “6S， 显 然 苑 去 5~s 的 
集合 # 是 过 点 4 的 水 平 简 ， 这 些 线 的 集合 输出 把 5 分 成 不 相 突 的 


DD 县 aa = #8, 因 
有 一 ls 一 sich) 一 《na]B = (8) = saB) = rls 一 所 
故 知 @ 是 1 一 1 映 腿 .出 音 可 证 8 也 是 1 一 1 映 妥 .次 国 SaST,TBS5, 放 
SSls= 5(88) = (Sa)BETAES. 
由 此 可 见 Sa 一 了 , TB 一 8S; 亦 即 兴 是 S 到 了 上 的 映照 ,8 是 了 到 5 .上 的 颈 限 最 后 ， 
融 + 为 了 的 任 一 元 素 , 因 
sort = (0 ls — (ur ) (ap) = (1)o)B = (taraNB = (117)8 = 18, 
玖 on! 汪 有 一品 者 注 。 


4 


子 集 合 的 一 个 分 解 ， 仿 将 指出 这 现象 标志 羞 等 价 关 系 . 

命 8 为 任 一 个 集合, 并 命 ~ 为 8 里 任 一 个 等 价 关 条 . 裔 4&5; 
命 亏 表示 能 使 As 的 所 有 元 天 5 的 集合 ,由 1 知 a62. 司 和 与 
如 都 属于 a, 由 2 及 3 知 &i 必 包 。 履 5 为 等 价 元 者 的 一 个 集合 .不 
但 如 此 , 5 还 是 这 类 型 的 最 大 集合 ， 这 因为 ,如 果 任 一 个 元 索 “ 与 
地 里 某 元 素 上 等 价 时 , 旭 ce 5。 我 们 把 叫做 由 元 素 。 决定 的 (或 
含有 元 素 的 ) 等 价 类 ， 设 56€a, 则 BS4a; 于 是 ,由 5 的 最 大 性 得 
互 = 57， 故 得 重 让 的 糙 葡 : 任意 两 个 等 价 类 或 者 全 同 , 或 者 它们 的 
交 是 空 集合 ， 故 不 同 的 等 价 类 的 集合 答 册 把 5 分 狠 为 不 相交 的 子 
集合 的 一 个 分 解 

反之 ,假定 一 个 已 知 的 集合 5, 按 任 一 方式 被 分 解 为 不 相交 的 
子 集 合 4，B，.…， 如果 两 个 集合 4， 8 渤 合 ,就 规定 4 的 元 雍 4 
与 3 的 元 素 5 有 a~5; 按 这 法 则 来 区 别 5 里 元 索 ， 旭 在 3 里 便 可 
定义 一 个 等 价 关系 。 显然, 这 关系 具有 上 列 各 性 盾 , 生 由 这 关系 决 
定 的 等 价 类 恰 是 已 知 掏 集合 4， B，………， 

由 5 里 一 个 等 价 关 率 决定 的 等 价 类 的 集合 5 叫 伍 5 关于 粹 定 
关 添 的 商 集合 ， 必 须 指 出 ,3 不 是 5 的 一 个 子 集合 ,而 是 5 的 子 集 
合 的 集合 PC5) 里 一 个 子 集合 . 

等 价 关系 与 映照 疝 有 密切 联系 。 首 先 , 设 5 为 一 个 集合 , 而 了 
是 3 关于 一 个 等 价 关系 的 商 集 合 , 则 得 5 到 了 上 一 个 自然 映 脱 y; 
这 映照 是 按 从 5 的 元 素 。 映 到 由 = 决定 的 等 价 类 5 来 定义 的 。 显 
然 , 它 是 到 了 上 的 一 个 映照， 

反之 , 设 已 知 由 一 个 集合 5 济 曙 一 个 集合 T 上 的 任 一 映照 a， 
则 可 利用 来 定义 一 个 等 价 半 深 ; 宅 的 法 风 是 : 如 果 ou = iu 妈 
4~5， 这 样 定义 显然 适合 公理 1, 2 及 3， 设 a 为 工 的 元 素 ,而 < 
为 $ 的 元 素 能 使 sa = a' 时 , 则 等 价 类 z 恰 是 8 里 能 映 到 a 的 所 
有 元 染 的 集 仿 ， 这 集合 叶 做 a 的 送 象 ,如 作 ori(e)。 

今 假 定 ~ 是 5 明 任 一 个 等 价 关系, 永 的 商 集 合 为 3, 命 a 是 3 
到 了 上 的 一 个 映照 ,具有 这 样 的 性 质 : 道 象 r!(a) 是 属于 了 的 -- 些 
集合 的 示 辑 和 ,这 就 等 价 于 怕 : 属 于 3 的 任 一 个 集合 必 合 于 某 送 旬 
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ea- 里 。 所 以 这 只 意味 着 : 如 果 3 里 任意 两 个 元 素 <， 2 有 a~b 
时 , 旭 oa 二 se。 因此, 法 则 地 一 ac 显然 定义 了 S 到 了 上 的 一 个 
映 妥 ,中 做 由 答 定 的 喘 申 a 导 出 的 了 的 映照, 记 作 起 由 方 稳 码 一 
aa 可 看 出 : 原 喘 照 等 于 自然 映照 a 一 a 与 映照 & 的 积 , 即 a 二 va. 

把 映照 分 解 为 这 样 因子 形式 在 后 面 极为 重要 , 在 逆 象 a1(4) 
的 集合 与 重合 时 特别 有 用 ; 这 因为 , 此 时 映照 & 是 1 一 1 的 . 故 
医 友 三 妈 , 居 we 二 ba, 而 有 a~&4， 因 此 2 二 5， 故 得 因子 分 解 
0 二 wa, 这 里 避 是 5 到 了 上 的 1 一 1 映照 ,而 > 是 自然 映照. 

为 解释 上 面 的 讨论 , 献 斌 究 平 面 3 到 *- 轴 了 上 的 正 射 影 re. 
此 时 点 “上映 到 *- 轴 上 过 z 的 便 厂 的 足 ， 订 of 为 二 轴 上 一 点 ， 则 
AtKe7 为 过 a 的 名 下 厂 上 的 点 的 集合 。 道 象 的 集合 朗 这 些 铀 下 
辜 的 集合 ,而 导出 的 映照 元 是 把 铅 让 和 缮 映 到 与 盖 轴 的 交点 。 显 
然 这 喘 腿 是 1 一 1 的 ,上 且 x: 一 vx:， 这 里 是 一 点 映 到 含有 这 点 的 
贫 直 料 的 自然 呐 照 . 

4. 自然 数 “自然数 1, 2，3,… 成 为 代数 学 上 基本 代数 柔 的 理 
由 有 二 : 第 一 , 它 作为 构成 更 精 答 的 代数 系 的 例子 的 一 个 出 发 点 . 
萄 如 利用 它 来 洁 整 数 浴 、 有 理 数 和 对 、 以 蓝 数 为 模 的 剩余 类 系 等 等 ， 
第 二 ,在 研究 代数 系 时 ， 自 然 数 集合 的 画 数 或 映照 极为 重要 例 
如 , 在 定义 有 和 车 合 乘法 的 代数 系 里 , 固定 元 内 « 的 种 a* 决定 自然 
数 梨 合 的 一 个 转 数 成 映照 = 一 轩 

仿 从 关于 自然 数 集 合 了 的 下 型 假 慨 ( 本 质 上 即 是 皮 阿 罗 (Pea- 
no) 公理 ) 出 发 2. 


1) 皮 阿 罗 关 于 自然 数 的 公理 如 奖 ; 

《iD》 存在 有 一 个 自然 数 1. 

《6 和 怨 个 自然 数 “有 一 个 后 态 元 沾 a+。 如果 af 是 4 的 后 灯 元 案 , 则 。 叫 做 的 
入 元 来. 

Gi 自然 数 1 元 生成 元 素 。 

(iv 如 果 叶 一 于 ,划一 瑟 . 

(《) 自然 数 的 每 个 集合 ,如 果 它 含 赴 1, 并 有 含有 集合 内 每 个 元 素 的 后 太 元 素 , 则 
这 上 集合 含有 一 切 自然 数 . 

从 皮 阿 罗 公 再 可 推出 上 面 1 一 4 各 公理 。 这 因为 由 (i) 知 :了 不 是 空 集 合 。 由 
人 iD) 及 Cr) 知 : 映 限 st 是 一 1 的。 由 (i) 知 : 后 秋元 素 的 映照 所 得 象 集合 里 不 


6 ， 


1. P 不 是 容 集 合 ， 

2. 有 P 了 到 了 内 的 1 一 1 映照 a 一 w' 存在 (at 是 4 的 坦 接 后 条 
元 素 ). 

3. 从 后 秋元 素 的 映照 所 得 象 的 第 合 是 己 的 次 子 伸 合 . 

4. 如 果 己 的 任 一 个 子 第 合 含有 非 后 稚 元 素 的 元 素 ， 并 有 卫 含 有 
芒 子 集合 里 每 个 元 素 的 后 秋元 开 , 如 它 必 与 P 重 全 。 这 假 届 时 做 

关于 忆 靶 叙述 的 所 有 性 质 都 是 这 些 公理 的 推荐 .由 3 及 + 知 ， 
如 果 己 的 任意 两 个 元 素 都 为 非 后 秋元 崇 , 则 必 相 等 。 这 唯一 的 非 
后 灵 元 素 通 例 记 作 1 .我 们 还 命 1 = 2, 2+ = 3, 等 等 

性 盾 4 是 使 用 归 秋 法 第 一 厌 远 来 证 畦 的 理 共 根据 .这 原理 是 : 
设 对 于 每 个 自然 数 # 附带 有 命题 (x)， 如 果 8(1) 是 凌 的 , 并 山 
凡 Elr) 是 里 时 EE(r7) 也 是 商 ， 则 8(n) 对 于 所 有 = 都 是 注 。， 这 
因为 , 如 果 以 3 表 能 使 (s) 为 其 的 自然 数 ， 的 集合 , 惠 这 个 第 合 
含有 1 , 而且 1+&8 时 , 71 也 必 属 于 S$S。， 故 由 4 直接 得 出 $8 二 了; 
就 是 说 , E(w) 对 于 PP 里 所 有 都 是 凌 ， 

习 再 1 
1. 求 且 : 对 于 各 个 力 部 有 + 学 2 


自然 数 的 加 法 定义 为 P 里 一 种 二 元 合成 , 它 使 得 关于 x,y 的 
值 x 十 y 泛 合 
(a) 1+y=yt, 
(b) x y= r+ yt, 


含有 1, 故 为 王 的 叶子 集 合 . 由 (iii 及 (Y) 得 归 笠 法 公理 . 反 过 来 ,由 1 一 4 各 公理 也 
可 推出 度 阿 罗 的 公理 。 今 已 为 了 星 各 元 素 的 后 竹 元 举 构 成 的 集合 ， 如 果 卫 里 每 个 元 
凤 总 是 某 个 元 者 的 后 厅 元 巾 , 则 PSP'; 但 由 3, 这 与 已 CP 矛 册 。 故 忆 里 含有 非 后 竹 
元 素 的 元 梁 , 今 “ 为 这 样 一 个 元 素 , 则 =k P, < 失 已 . 作 子 集合 症 一 {ec,P). 畴 cE 
阐 且 et&《P, 又 P' 里 每 个 元 来 的 后 稚 元 素 也 属于 P; 故 由 4 知 : 已 一 P, 命 < 为 1， 
这 就 导出 Q) 及 《iiD。 由 2 得 (ii) 及 (iv)。 由 4 得 出 《v). 故 这 两 看 公理 是 等 价 的 
一 一 站 首 注 。 


这 样 画 数 不 但 存在 , 且 为 唯 - ,是 可 以 征明 的 0， 此 外 ,还 有 下 列 的 
基本 性 质 ?: 


1) 先 证 关于 糖 定 的 + 与 关于 每 个 x, 存在 有 一 个 隐 数 x 十 7， 基 有 作 质 (4) 及 Cb》 
令 中 是 所 有 这 样 y 的 集合 ,对 于 已 全 ,这 种 图 数 是 存在 的 .于 是 : 
名 当 y 一 1 时 ,对 于 任意 的 >, 令 z 十 ?一 +. 则 因为 
了 十 了 一 于 一 好 ， yt r+), 
显 见 这 个 而 数 具 有 所 锯 的 性 质 , 故 1 Ps- 
国 如 果 y& Ps, 基 x 十 y 咎 确定 , 而且 具 有 性 质 (a) 及 (b). 关于 x,， 今 十 他 
一 (= 十 ?+ 基因 为 
I+yt= (+ += H+, 
Wty (r+ to [+ NH = (x + y+, 
星 见 这 个 隐 数 关于 y+ 也 有 具有 所 需 的 性 质 , 故 ?t《 Pa 
按 归 和 法 公理 知 P 一 P, 即 关于 任何 存在 着 一 个 夯 数 ,使 关于 每 个 + 的 出 数值 
是 + 十 y; 而 入 这 个 本数 关 于 熔 定 的 与 任意 乓 * 具有 性 厦 (a) 及 (bh). 但 y 是 任意 
的 ,所 以 这 种 责 数 的 存在 就 被 萄 明了。 
今天 关于 粮 定 的 ?与 关于 每 个 * 所 存在 具有 性 质 (a) 及 (b) 的 本 数 不 能 多 于 一 
个 - 
由 上 外 天 赴 知 ,西数 x 十 ? 对 于 任何 * 适合 
1+y 盖 和 y= (r++ 
今 几 而 数 * 思 y 关于 任何 + 也 具有 
1 图 y =y, xt@®y = (By)+. 
会 号 是 关于 糖 定 的 y 能 使 * 十 y = x 人 By 的 所 有 > 的 集合 。 于 是 : 
国 因为 了 一休 一 1 鸭 7,， 故 1EP 
图 最 *€P, 则 # 十 y 一 # 旨 9. 由 皮 阿 罗 公理 (ii) 得 (x 十 ?if 一 (xz 四 ?7)#. 所 
内 ， 
t+ y= 人 二 + 一 (tH)+ 一 tOy. 
故 *+€ Pr， 出 归 摘 法 公理 知 ， 书 二 P; 即 对 于 粉 定 的 7 与 任何 * 都 育 z 二 y= 二 + 怨 y。 
但 s 是 任意 的 , 故 对 于 任意 的 * 及 y , 夯 数 的 唯一 性 就 破 王 明了 一 一 者 者 注 。 
分 要 证 44, 烧 7 与 < 固定 ,而 售 近 合 4 的 所 有 < 的 集合 为 P:。 因 
了 《yy 十 区 一 (7 十 5 一 持 十 3 一 人 十 7) +s, 
族 16€Pi, 次 肯 xEPi, 则 z 二 人 十 划一 (人 十 幼 十 好 于 是 ， 
++ y+ oD) 
(r+) + 
页 在 zk 兄 时 ,x+€ 了 1. 由 妥 业 法 公理 知 PP 一 P、 
要 起 4:, 先 薄 1 十 y = ?十 1 令 适 合 这 等 式 的 所 有 y 的 集合 为 Ps, 显然 1€ Pa。 
灵山?《Pa, 则 1 十 7 一 ?十 了 .于 是 ,由 人 得 
1+=1+0+D=1+0+D=0+D+1i=+1, 
故 半 《Pa。 由 公理 4 知 , Py 二 P， 
次 会 适合 4 的 所 有 > 的 集合 为 书 ， 由 -上面 狂 明知 , 1 Pi 今 虎 x€ Ps, 则 x 十 
二 y+ 十 xt, 主 是 ,由 血 得 
ty 
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A 十 Gy 十 2) 二 (x 十 y) 十 xz 《加 法 精 合 律 )， 
A * 十 y 二 yy 十 + 《加 法 交换 律 )， 
Ai x 十 x 二 yy 十 x 可 推 得 x 二 y( 加 车 相 消 律 ). 
这 些 精 果 以 及 下 齐 半 于 浅 法 与 次 序 的 结果 的 证明 具 载 于 上 迅 
教 本 中 ; 故 从 略 ， 
?里 乘法 也 是 一 种 二 元 合成 ,适合 
(a) 1y 一?， 
(pb) zy 一 xy 二 yy, 
这 样 合 臣 是 存在 的 ,也 足 叭 一 的 0, 共 具有 通常 性 质 ”: 


= Dt + +t y+ 
故 +《 瑟 . 由 公理 不知, Ps 一 也。 
要 焉 4s, 识 适 合 4 的 所 有 = 的 集合 为 Pa. 因为 如 果 x 十 1 二 > 十 1, 则 
T=1+tr=r+ l=y+1=1ty=yt, 
故 由 皮 阿 罗 公 理 《iy) 知 ，* 一 y， 所 以 1€ Pr。 砍 贤 《Pa 则 x 十 一 y 十 # 时 ， 
xz 一 ?于 是 , 当 z 十 村 一 7 十 对 时 ， 
证 十 8 一 (人 二 5 一 (二 一 4 二 区 
一 xz 十 时 一 ?十 对 一 对 十 ?一 (= 二 + 一 (十 2 一 针 十 
故 由 归 焕 法 假设 知 , x+ 二 y+, 由 皮 阿 罗 公 理 (iv] 知 , 一 。 于 是 。s+EPii 故 本 一 中 
一 一 痢 者 注 . 
1) 先 族 关于 答 定 的 与 关于 每 个 x , 娠 在 有 一 个 图 数 *-y, 有 具有 性 盾 (a) 及 (b). 
倒是 所 有 这 样 的 集合 ,对 于 它们 ,这 种 图 数 是 存在 的 。 于 是: 
四 当 ? 一 工时 ,对 于 任意 的 * ， 今 + y 二 x, 基因 为 
1 一 1 一 9 夺 少 一 秆 一 z 十 ?一 2 二 多 
显 见 这 个 图 数 具 有 蔗 需 的 性 盾 , 故 1 € Ps。 
图 如 果 ?E 梧 , 则 *`y》 彼 确定 ， 而 且 具 有 性 尾 (a) 及 (b), 关于 z， 今 x 计 二 
zy 十 xz 则 由 全 及 4 得 : 
lly+t1l=y+1= yt, 
+) 
= Oy 
一 人 3 十 礁 十 叶 一 和 于 二 于 
显 见 这 个 陋 数 关于 y+ 也 有 具 胡 所 需 的 性 质 , 故 y+ Po。 
按 归 灿 法 公理 知情 一 P; 即 关于 任何 》 存在 着 一 个 画 数 ， 使 关于 每 个 x 的 苞 数 入 
是 *"y， 而且 这 个 画 数 关于 痊 定 的 y 与 任意 的 * 具有 性 盾 (a) 及 Cb). 但 y 是 任意 的 ， 
所 以 这 种 图 数 的 存在 就 宫 证 明了 、 
今 得 关于 输 定 的 ? 与 关于 每 个 * 所 存在 具有 性 盾 (a) 及 (b》 的 画 数 不 能 多 于 一 
个 . 
由 上 段 论 许 知 ,两 数 +"y 对 于 任何 > 适合 
ly=y, ty = 十 了 
( 团 下 页 7 


Mx(yz) 二 (xy)zx (乘法 业 合 律 )， 

M2 xy 二 yx 【〈 乘 法 交换 律 )， 

M3 xs 二 yz 可 推 得 * = y (乘法 相 消 律 ). 
此 外 还 有 连 转 加 蕉 与 乘法 的 下 烈 基本 法 草 : 

D xzG + 2 三 xy 十 xz【《 分 配 律 ). 


今 裔 画 数 xy 关于 任何 x 也 具有 
10y=y, xtOy 一 zy dy 

邻 忆 是 关于 粉 定 的 》 能 使 x'y = xOy 的 所 有 * 的 集合 ,于 是 ， 

国 因为 1y 一 ?一 19y， 故 16P 

国 设 z6P 则 xz 一 27、 故 

ry yt yo Oy + y= tOy. 

麟 以 x+€ Pi, 由 旧业 法 公理 知 ,Pi 一 P; 即 对 于 粉 定 的 ? 与 任何 x 都 有 xy 一 Gy- 
但是 任意 的 , 族 对 于 任意 的 * 及 ? ,函数 *? 的 唯一 性 就 简 牙 明了 一 一 静 者 法 。 

2) 要 称 M, 与 M?, 我 个 先 茧 D. 发 》 与 国定 ,而 今 送 合 卫 的 所 有 + 的 集合 为 二， 


因 
1 yt ly + 1 

故 16P 次 裔 x€Pi, 朋 x(y 守 2) 二 wy 十 ze; 于是， 

Ar( 十 只 一 区 ?十 共 二 (十 则 一 黎 十 zz 十 多 二 三 

= (ry t+ (ste) = ty rte, 

故 灶 ER 由 公理 4 知 , Pt 一 

邻 让 Ma， 先 胆 1.7 二 y-1. 今 适 人 台 这 等 式 的 所 有 ? 的 集合 为 Pe, 显然 16 瑚 . 
数 y6Ras 则 1.》 一 y 工 ,于 是 ， 

lool1ty=ytiely+tl=y1lt1= 1, 

故 y+& Pa. 由 公理 4 知 , Ps 二 了 

次 合适 合 Ms 的 所 有 + 的 集合 为 P.。 由 上 面 证 骨 知 ，L1€ PI， 次 猴 x & P， 则 
2 一 yz。 于 是 

fy ty yy = 

故 x+E 瑟 ,由 公理 4 知 亚 一 已。 

要 证 Mi, 股 ?》 与 “固定 ,而 令 适 合 Mi 的 所 有 * 的 集合 为 书 . 因 

Te(ye) = (C92) 一 《1.y)z， 
履 16 严 . 裕 贡 守 PR， 则 xys) 一 (xy)x; 于 是 由 户 及 Ms 得 
(8) = (ys) 二 ys = (xy) + ys 
= sy) + sy = zxy 4 9) = sty) ~ xty)s, 

故 z+€ 忆 ,由 公理 4 知 , Pi 二 了， 

最 后 , 诈 Ma。 合适 合 Ms 的 所 有 = 的 集合 为 Pa。 是 然 1€ Ps, 这 因为 ,由 x*1 一 
y'1, 得 


w= rl yl yy 
民明 ze Ps, 则 由 xs 一 ys 推 得 * 一 .于 是 得 
BE i i se i st 
故 对 ER 由 公费 4 知 ,二 一 了 一 者 着 注 。 


，I0 。 


算 季 了 的 第 三 个 基本 流 念 为 欢 序 ; 宅 炳 定义 可 异 加 法 述 出 . 
发 方程 二 6 十 x 对 于 * 有 属于 了 的 一 个 解 ,我 们 就 说 2 大 于 5 ( 居 
作 a > 6, 或 5 << 2)， 这 关系 的 基本 性 盾 县 ?; 

Ox >y 则 不 能 有 x 筷 y《 友 对 称 性 )， 

O: x*x>y, 且 y > xs， 可 推 得 * > z 《传递 性 )， 

O， 对 于 任 一 个 有 序 二 维 组 (x,y) ,x>y,x=y,x 女 y 王 
者 中 必 居 其 一 《四 立 性 )，(〈O, 可 从 这 性 质 推 得 ， 这 里 一 起 列 出 是 
因为 有 些 代数 和 适合 Oi 与 0;, 但 不 适合 Dj， 而 我 们 对 于 这 样 代 
数 条 常 感 兴趣 的 炉 故 .) 

Q， 在 自然 数 的 任 一 个 非 空 集 合 里 必 有 一 个 最 小 数 存在 ; 就 
是 说 ,对 于 集合 里 所 有 数 * 中 存在 普 一 个 数 1 使 1 所 s. 

OO, 的 媳 明 命 5 为 已 知 的 集合 , 而 M 为 比 5 里 各 元 素 :小 或 
相等 的 自然 数 靖 的 集合 旭 TEM。 裔 * 为 3 里 一 个 特殊 元 素 , 划 
半 > 与 于 是 ;六 4 和 M。 改 对 天 也. 根据 归 生 法 原理 , 必 有 一 个 自然 
数 ! 存在 使 EM, 但 1+ $M. 7 就 是 所 求 。 这 因为 ,如果 了 小 于 3 
里 各 个 *， 则 半生 7 这 与 片 于 矛盾 ， 故 和 且 S 里 各 个 s, 而 且 
1€&S,. 


1) 因 0 可 推出 D4 故 只 须 诈 0, 为 善 这 目的 ,我 全 和沙 臣 : 适 合 a 一 上 十 # 的 “在 
了 中 不 存在 ,这 里 w€ 了 . 首 光 取 &a 一 1， 则 因 1 二 1 十 # 二 wt 与 皮 阿 罗 公 理 (这 ) 矛 
导 , 敢 3 不 适合 要 求 - 次 股 有 a 存在 使 < 一 十“ 则 

4 十 TI 一 1 中 一 时 一 (ea 二 oO+ 
一 夺 十 # 一代 中国 二 一 (中 瑟 十 wmmd 二 (1 十 的 - 

外 4a, 得 1 一 工 + 9; 这 与 上 面 诈 得 的 业 果 矛盾 。 

今 功 09. 用 x*>y, 则 了 中 有 数 # 存 在 , 使 * 一 y 十 x. 如 果 同 时 更 有 > mm y， 则 
有 ?一 ? 十 wx 这 与 上 面 臣 得 的 精 果 矛盾 , 亦 即 x = y 不 能 同时 成 立 ， 如 果 辐 时 更 有 
zx<y， 则 己 中 有 数 了 存在 使 ? 二 x* + 于 基 ， 

y=*Tv= y+ tv=yi ut); 

这 也 与 上 面 翘 得 的 糖果 耶 盾 ， 故 不 能 同时 有 *<y。 

仿 此 可 胜 ; 当 x 一 y 时，*>y 及 %*<y 也 不 能 同时 成 立 ; x<y 时 *>y 及 x 二 y 
也 不 能 同时 成 立 - 

要 证 DO, 由 假 雹 *>y，?>>x， 故 在 P 中 存在 有 Ww 及 使 yy 二 #4,y 二 二 vy。 
于 是 ， 

*= (Tru t+ 

放 x># 一 一 仲 者 注 、 


诞 质 o, 中 做 己 的 良 序 性 ,是 归 黄 法 第 二 原理 的 理论 根据 ， 这 
原理 是 议 : 到 对 于 等 个 =*E P， 有 一 个 命 置 半 (m。 如 果 对 于 所 有 
:之 +,8(s) 都 是 芙 的 ,就 可 推 知 对 于 特定 的 +, 已 (>) 也 是 趴 时 (这 
里 合 有 已 知 (1) 是 黄 的 ), 则 8(n) 对 于 所 有 # 都 是 车 ， 要 证 这 
原理 ， 命 是 使 K(y) 不 趴 的 元 素 7 的 集合 如 果 卫 不 为 目 空 梨 
合 ， 命 上 是 它 的 最 小 元 素 , 则 E(2) 不 车 ;但 对 于 所 有 s < 多 B(s) 
是 其 的 ,这 与 假 屋 矛盾 故 了 是 空 集合 ,而 了 3(z) 对 于 所 有 + 都 是 
芙 . 

区 序 与 加 法 间 及 次 序 与 乘法 亲 的 主要 关系 如 欢 ?: 

OA < > 5 必须 而 且 只 须 a 二 c> 盖 六 十 <。 

OM a > 2 必须 而 且 只 须 ac > 5c。 

习 显 2 

IT。 设 ze>Z，e>d, 求 狂 : 4 十 c>5+d, qc>bd. 

5. 整数 柔 ”要 葡 得 自然 数 的 拓 广 代数 系 ， 通 常 办 法 是 于 民 里 
添 大 0 元 未 及 贷 元 素 ; 但 这 里 采取 另 一 办 法 , 似 觉 更 自然 而 且 更 认 
观 些 ， 我 们 村 作 戏 数 的 新 代数 系 7, 它 含 有 与 自然 数 集合 本 厦 相 
同 的 一 个 子 代数 未。 

首先 研究 自然 数 的 有 序 二 维和 组 (a，、5) 的 集合 P X P。 在 这 
集合 里 引入 关系 (4a, 避 一 (cy 人 ,证 按 s 十 d 二 5 十 oc 来 决定 ， 不 
难 吓 实 , 这 是 一 个 等 价 关 亲 ， 我 个 作 这 定义 的 用 意 , 事 实 . 上 是 把 由 
(4, 如 决定 的 等 价 类 Ca, 太 ) 来 代 蔡 “ 与 5 的 差 。 屋 按 通 例 ， 以 
点 表示 二 维和 粗 〈e， 5 ，a 为 它 的 模 坐 标 ，5 为 狼 坐 标 。 刚 (z 人 
是 在 过 (4, 态 而 圣 率 为 1 的 直 黎 上 以 自然 数 做 从 标的 点 的 集合 . 


了 D 先 且 DA 成 立 。 如 果 a>5, 则 P 中 有 一 数 # 使 4 二 十 #, 于 是 ， 
gt+te=(B+tu) te=st+lste)=s+(e tn) = Bt tn, 

故 4 十 c>B5 十 c。 友 过 来 , 如 果 a 十 c > 号 十 <c， 则 已 中 有 一 数 # 使 5 十 < 一 (+e) 
十 和 一 点 十 (十 夫 一 上 + 《ze 二 一 合十 呆 十 c。 由 As 得 < 一 2 十 zj 改 
a>6. 

次 洲 OM 成 立 . 如 果 呈 > 8 则 己 中 有 一 数 w 使 一 占 十 gw 于 是 ae 一 (5 + ac 一 
Be 年 wes 故 ee > be. 肥 过 来 ,如 果 ac > 如 ,而 a 二 5, 或 4 之 5, 则 必 有 ee 二 如 或 
ec < be、 但 由 占 立 性 知 ,这 部 与 假 识 包 盾 , 故 4 > 2 一 -部 者 注 。 


“12. 


我 们 时 这 种 等 价 类 做 整数 ， 其 全 体 记 作 T. 作为 定义 加 法 的 准备 ， 
我 们 先 指出 : 现 
{as Bb)~ (a , 5"), 
Ce, OD~e', 4d), 
则 Cate, s+tOD~ Cate ,5 +a). 
这 因为 ,由 假设 得 
s+ =a +5, 
c+d=e +ad, 
帮 at+ct2 +d =a+e tb 
十 这 音 味 着 
(at csbt+ ~ + e'sb + dd"). 
故 整 数 (4 十 5,5 十 是 (4,58) 与 (c， 4) 前 两 数 ; 这 个 整数 就 
定义 为 台数 (5) 与 (<, 4) 的 和 : 
(ay 人 十 (cy2) 一 人 z 十 c 6+ a). 
法 则 Al, Az, Ai 容易 证 其 成 立 ， 我 们 还 可 看 内 , (4, 2 一 0， 幼 
设 命 0 一 (4, , 则 
A 对 于 I 内 各 个 x, 有 0 十 * 二 zx。 
最 后 还 可 看 出 ,每 个 整数 都 有 负 的 ， 设 x 二 Ca; 友 , 并 把 人 a) 
记 作 一 *， 旭 有 
As # 十 (一 2) 一 0 
其 次 ,我 们 可 看 出 ,发 (a, 人)~(a 的 )， (cy 人 一 (cz ， 则 
a+6 二 a 二 610 十 d 二 co 人 十 4 改 
cla+ 6b) td t+ +atctad) th + 


一 c(e +b) +dla too) + ale +ad)+oe tA), 
于 是 ， 
ac 十 Be 十 ad 十 好 十 ac 十 ad +pbe +od 
一 ac 十 bc 十 ad 二 ZiT+ac 十 adZ 二 ac 十 cd 
由 相 消 律 得 
ac 十 好 十 ad 十 Be 一 4 十 cd 十 ac 十 写字 
这 指出 (ac 二 bd， ed 十 5c) 一 (ec 二 Ed ad 二 ac 改革 定义 


23 ， 


(a, 5)(c:2) = (ac + Bd, ad + be), 
央 得 一 个 单 值 画 数 。 这 积 两 数 可 证 其 能 适合 禧 合 律 、 交换 律 及 关 
于 加 基 的 分 配 律 . 如 果 相 消去 的 因子 = 地 0， 则 相 消 律 也 成 立 ”. 
车 a 十 .4 > 6 十 <， 我们 就 认为 整数 (a, 珈 > (c， 人)， 这 关 
系 是 正确 的 ，Ou O;, O; 及 OA 都 容易 证 其 成 立 ?; 性 慎 OM 区 修 


17 由 等 价 类 的 加 法 及 飞 法 的 定义 ， 直 接 可 训 若 合 律 、 交 换 律 及 修配 律 是 成 立 的 。 
这 里 只 让 相 清 律 也 成 立 ， 邻 x 一 (4 全 ，y 一 人 本 ,一 (有 门 - 因 * 闻 0， 故 cz 
为 确定 冉 , 识 s>>j; 全 ce 三 f 二 #. 如 果 tz 一 ys， 则 (ae 二 到， of + Be) 一 
(ce + df,cf 二 de), 折 以 
ach bjt of tdemaf tbet ee ta, 
(et de tt f= eta + B+)e, 
以 e 二 了 十 # 代 入 ,得 
(atdtb+toft(etau— (etadtsto + (s+ en. 
由 As 得 (a+d)u 一 (十 c)4, 由 Ms 得 a 十 4 一 b 十 c. 故 (0 页 二 (Cr; 克 ; 亦 赂 
oy 
同 理 可 诈 "< f 时 相 光 律 也 成 立 ， 一 一 泽 着 注 。 
2 由 的 瞻 立 性 , 立 风 等 价 类 也 具有 桌 立 性 , 即 os 成 立 ;从 而 D: 也 成 立 。 
要 让 Os 上 成立， 敢 (6, 如 > (6; 四 ， (5 加 > 《2 力 , 则 由 定义 有 4+4 > cv 
c+f>d 十 e. 放 由 OA 上 得 
(rN rdsatdtft>b+teti>s+adre= (s+) +d, 
窒 由 OA 得 se 二 1>5+e, 放 (4 区 > [2 万. 
要 其 OA 对 于 等 价 类 也 成 立 . 命 * 一 (4, 相 ,y 一 C5， 克 ， 2 一 CO) 有. 戏 *>y， 
则 4 十 >5 十 ce, 由 OA 得 
(Gata) rleth > +t + ett); 


故 


《ao 二 (十 站 > 全 十 六 十 (ce 二 中 
由 定义 知 ,(# 二 eB 十 仍 > (二 4 十 衣 , 亦 即 s 十 x> 7 十 z. 肥 过 来 ,可 将 上 面 
各 步 至 信 敌 , 即 得 出 (9,) > (5,0), 杰 凤 * > ?。 

要 让 OM , 命 : 一 (四 ,y=(0 ,+ 二 (Ey 月, 因 #>0, 议 o>f. 会 
+ 双 因 + 之 3， 该 g+4>>B+c, 由 OM 得 (a+ gd)#> 全 十 ee, 由 
OA 得 
[E33 (atadut(latdtrbro ft > Btutlat dr b+ et. 

使 用 f 十 nw 一 <, 得 
{et det B+ Of > et + (B+)e, 


伙 即 

(ge ot BH) + Cef + de) > Caf + Be) + {ee + df), 
让 (ae 二 好 ,af 于 B60) > (ce 十 df; cf 十 de) 洒 邮 xz > ys. 反 过 来 , 徊 果 # > 0， 
而 xz > yz; 将 上 商 备 步 屡 鲁 赫 ,得 到 ( 沁 )。 然后 由 OA 得 (s+ dw> (5 二)4, 由 
OM 得 a 二 4>58 二 ce, 让 (4, 如 > {ey 四; 亦 即 * > y。- 一 一 译 省 注 。 
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收成 
OM' ”区 =>>0, 则 xx>y 必 肛 而 且 只 乱 xz > yz。 
习 题 3 
1. 般 * > y; 求 蓝 : 一 * < 一 ? 
仿 研 究 正 整数 的 集合 P'， 按 定义 , 这 集合 是 工 里 元 素 z* > 0 
所 胡 成 的 子 集合 ， 改 x= (ea 避 ， 则 * > 0 相当 于 要 求 a> 5 故 
x 二 人 十 如 人 ), 且 有 (十 wy5) 一 (ce 十 nyc)， 命 x 为 任 一 个 
自然 数 《P 的 元 素 ), 井 定义 w 为 正 整数 (5 十 #,5)， 由 上 面 讨 论 
可 网 : 映照 wx 一 w 是 P 漠 P' 上 的 一 个 单 信 映 腿 ， 下 自 , 如 果 还 有 
(6 二 wD) ~ 二 vc), 于 是 5 十 wu 十 c 二 5 十 c 十 v, 必 佑 
xz 一 zw 故 z 一 2 为 1 一 ! 碳 照 。 芒 者 可 征 这 种 对 应 还 有 下 烈 谷 
性 质 ?; 
(ut 0) = + vy 
uv) = wp’, 
zx > zy 等 价 于 >> vv 
故 (1) 先 求 两 自然 数 的 和 ,然后 求 这 和 的 对 应 正 整 数 ,或 (2) 先 求 
这 两 个 自然 数 的 对 应 正 整数 然后 求 和 , 精 果 都 是 一 样 ， 乘 法 方面 ， 
类 似 的 退 法 也 是 成 立 的 ， 因 此 ,原来 的 自然 数 系 可 以 废弃 ,而 用 正 
整数 系 求 代替 , 并 可 把 原来 用 于 P 的 记 法 即 充 用 为 正 整数 对 的 记 
法 ， 故 此 后 即 以 P 下 正 整数 系 , 守 的 数 就 记 作 1, 2, 3,…; 而 I 里 
其 余 各 数 就 记 作 0, 一 1, 一 2,…。 
习 题 4 
1 素数 的 任 一 个 非 容 集 名 5 为 下 (上 ) 有 异 的 ,其 意义 是 般 ; 对 于 S 里 各 个 上 ， 有 
一 个 整数 5(B) 存在 ,使 5 所 + (8 之 起 求 且 :这 样 的 5 全 有 一 个 最 小 (最 大 ) 元 素 . 
全 w= 人),v = 二 +0,c); 虽 
to) = +etwtr ,s+ B+ uter vb +e) 
= BT D+ ET + 
(uw) = BT TT B+ Ta) 
=(B+ (+t) + oc, (BF)et Blet oY ety, 
次 睦 w>v, 由 OA 得 # 十 b 寺 ce>v+5+e, 亦 肥 (b+) 二 ec > b+ (c+) 


故 (6 十 4,8) > (ec 十 v5); 亦 时 or > w。 将 各 步 腾 便 炉 ， 就 可 和 胜 :; 如 果 z > vw， 
则 zw -一 译 者 注 。 
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2. 和 若 “>0, 则 命 [zl = x; 但 著 * < 0, 则 命 1z] 一 ~*. 求 起 
Izyl = sly lt nell + yl 

6. 在 1 里 的 除法 在 看 及 整 区 的 讨论 过 程 中 ， 将 得 出 关于 了 
的 车 干 初 等 的 算术 性 质 ， 工 的 算术 研究 前 出 发 点 是 下 面 的 熟知 畏 
果 . 

定理 设 a 为 任 一 个 整数 , 而 5 天 0, 上 草 有 整数 9，* 存在 ， 
0<%r<l15 使 < 一 2 十 

证 在 |s| 的 倍数 xiz| 中 车 处 所 a 的 部 些 倍数 ， 因 一 |a11s1 
和 所 一 la| < a, 可 此 这 些 借 数 的 集合 M 为 非 空 集合 ; 故 对 含有 
- -个 最 大 元 素 有 14|。、 于 是 ，415| 二 a, 而 4 二 8|5| 十 7, 这 里 
7 之 0， 次 因 

(z+ Dsl =4B| + 15| > #15|, 
需 (4 十 1)|B5| > a, 而 且 8|5| 寺 16] > 6 十 r 于 是 ,rz < |81. 
识 5> 0 时 取 g = 而 在 5 之 0 时 取 g= 一 ,区 &|5| = gb， 
而 a 二 9 十 >， 邹 为 求证 精 果 . 
习 题 5 

1. 求 且 : 4 与 + 是 唯一 的 、 

发 对 于 整数 4 与 5, 有 一 个 整数 c 存在 ,使 = 一 bc, 则 地 呈 做 
< 的 因子 或 除数 ,而 = 是 做 2 的 倍数 ， 这 关 乘 记 作 5|a. 显然 这 是 
一 种 传递 关系 .发 5|z， 且 al5, 则 有 a = ze，2 一 ad; 于 是 ， 
4 二 adc， 订 so 天 0, 由 相 消 律 可 推 得 dc 二 1 故 |z|1c| =1， 
而 得 4 = 土 1, c = 土 I， 这 指 二 : 如 果 5|a, 且 cls 而 a 到 0, 刚 
a = 6. 

设 as, 5 4d 为 整数 ，(1) 裔 dja, 县 dl5, 《2) 裔 。 为 4 与 bp 的 
任 一 个 公 因 子 时 , 则 ce]4d; 具有 这 两 个 性 厦 的 4 叫做 4 与 5 的 最 大 
公 因 子 ( 读 号 为 g- c.d.)。 当 a 天 0 时 , 任 两 个 整数 <， 5 有 一 个 最 
大 从 因子 存在 ， 可 由 上 面 关于 除法 的 定理 容易 证 内， 窝 实现 这 目 
的 , 考 帘 ax 十 by 形 的 整数 的 合体 品 . 这 集合 含有 正 整数 , 故 必 会 
有 一 个 最 小 正 整 数 4 = oz 二 5 合 ce 一 dr 二 则 0 和 rr<dz. 
又 因 
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r=a—dg~=all— gq) +b(~—9) ED, 

而 & 是 马里 最 小 正 整 数 , 故 必 + = 0，, 亦 部 2ia， 同 理 知 4|8， 次 
命 ela 且 so15, 剧 solar, el6s; 于 是 el(at 十 5b), 亦 序 eld. 

设 4 为 4 与 5 的 另 一 个 最 大 公 因 子 , 由 (2) 推 得 d|d 及 d'1d， 
故 4 二 十 Z 于 是 ,我 们 常 可 取 d 关 0; 这 个 特殊 的 最 大 公 因 子 此 
后 记 作 (a, 5)， 

如 果 整 数 ? 只 能 为 p, 一 p,1, 一 1 所 除 尽 ,P 就 叫做 素数 . 最 
大 公 因 子 的 存在 提供 算术 的 基本 定理 的 甘 阴 以 理 答 根据 . 这 定理 
是 : 任 一 个 正 整 数 可 以 正 素 数 的 积 表 由 ， 而 县 表达 是 叭 一 的 ， 后 面 
《第 四 章 ) 我 们 计 蓄 整 区 的 算术 性 质 时 就 得 到 这 千 果 - 

屋 王 为 整数 < 与 5 的 倍数 , 而 4 与 5 的 仔 一 个 公信 数 都 县 症 
的 倍数 时 ， 这 六 对 做 * 与 4 的 最 小 公 借 数 ， 由 利用 基本 定理 或 最 
大 到 因子 的 简单 性 盾 , 我 悄 还 可 容易 证 明 : 整数 

m= ab/la, b) 

基 a 与 5 的 最 小 公 倍 数 , 
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第 一 章 
咎 一 及 本 


漂 窒 是 抽象 代数 学 里 发 达 最 早 而 内 容 最 丰富 的 一 个 部 门 ， 变 
换 章 在 几何 学 里 充 重要 角色 ， 而 有 限 淖 是 加 风华 在 方程 式 论 上 发 
有 明 的 基础 ， 这 两 个 迄 域 提供 春花 发 展 以 原动力 . 

上 比 村 更 普 裔 的 概念 是 中 好 这 个 概念 虽 在 许多 场合 很 有 用 ， 
但 宅 的 理 注 比较 新 ;可 以 肯定 地 谣 , 叱 它 还 不 能 俱 痊 做 已 权 达 到 齐全 
的 阶段 ， 订 剖 由 这 个 更 普 带 概念 开 端 , 但 只 作 了 前 单 的 襄 明 .我 
们 考 虚 和 看 的 目的 是 作为 介 统 春 论 的 准备 ， 以 及 得 出 环 的 研究 中 
要 用 到 的 -- 些 初等 精 果 ; 巷 述 的 主要 部 分 还 是 姓 . 本 章 所 考 卡 的 
主要 概 含有 同 构 , 同 访 , 子 兴 .不 变 子 看、 商 兴 及 变换 受 . 

1. 站 村 的 定义 及 例 ”集合 8 里 的 二 元 合成 售 定 义 为 积 集 合 
名 X 6 到 集合 5 内 的 一 个 映照 . 6 x S 里 二 蕉 粗 (a, 5) 在 全 内 
的 象 常 叫做 a 与 4 的 积 或 和 ,内 此 这 畦 果 就 和 作 < 5 三 a6, 或 
a 十 情 ， 别 样 记 法 如 a. 5， ua X 5 [4， 5] 也 偶然 用 到 ,本 书 几 乎 只 
计 论 结合 的 二 元 合成 , 即 对 于 所 里 折 有 ,6，c， 


《1 (ab)e = e(5c) 
成 立 ， 这 概念 在 将 要 定义 的 代数 系 里 是 必须 的 娶 沫 . 

定义 1。 第 章 是 由 - -个 集合 8 及 5 里 一 个 结合 的 二 元 合成 
所 租 醋 的 代数 系 . 

要 氢 述 一 个 特殊 全 芥 , 不 但 要 把 集合 6 指出 , 同时 还 得 把 作 
用 于 S 的 二 元 合成 诗 朋 ; 这 因为 许多 不 同 的 千 醒 关于 集合 部 分 可 
以 是 同一 的 集合 ， 但 为 简单 起 见 , 集合 S 常 时 做 "和 守 淖 6”; 严格 
地 说 ， 当 然 应 训 叶 做 “ 生 看 的 集合 6”, 然而 在 大 多 数 例 子 上 使 用 
略语 并 光 可 以 产生 刘 消 之 处 ， 
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例 。 (1) 正 整数 的 集合 P, 及 了 里 普通 加 法 的 二 元 合成 ，(2) P 及 普通 乘法 . 
《3)P 及 二 元 合成 
(a, DY ebet+b+ab. 


我 们 可 证 它 是 可 业 合 的 ，(4) 丈 数 的 集合 7， 二 元 合成 是 加 法 。(5) 7 及 困 法 。 《6) 由 
入 的 于 集 信 各 成 的 集合 25)， 二 元 合成 显 件 集 (4，B) 六 A4UB. (7) P(S), 二 元 

秆 罕 的 一 个 重要 类 型 可 从 葵 定 集合 5 的 变换 ( 音 值 映照 ) 的 全 
体 扩 得 册 . 于 入 里 导 人 映照 (a,B) 一 xp, 这 里 aB 表示 变换 < 与 有 
的 积 . 我 们 必须 证 辕 合 律 部 够 成 立 . 本 着 这 目的 ' 仿 就 四 个 集合 3， 
TT, U 及 VV 这 种 弗 提 情况 来 计 论 ， 分 4 是 5 到 了 内 的 映照 , 8 是 了 
到 号 内 的 观照 ,7Y 是 U 到 了 内 的 映照 , 则 可 确定 映照 (aB)Y 与 
a(BY)， 要 州 这 了 两 个 映照 相等 , 设 * 为 8 的 任 一 个 元 素 , 由 定义 得 

x((aB)Y) = (x(aB))Y = (xa)B)Yy, 
x(al(BY)) = (x (BY) = ((xo)B)Y. 

故 对 于 所 有 *,x《(aB)Y) 一 x*(alBy)); 也 就 是 摇 , (aB)y 二 a(BY). 
特别 是 仅 就 集合 3 的 变换 的 积 来 改 , 精 合 律 当然 也 是 成 立 . 

作为 这 类 型 的 守 覃 的 特种 形态 , 命 5 是 含有 # 个 元 素 的 有 限 
集合 ,我 们 可 肥 整 数 1, 2，. … , = 为 元 素 . 于 是 ,映照 w 可 认为 

、 1 2 3 .nm 

2 (3 2a 3c 中 )， 
万 的 象 如 在 这 里 是 写 在 元 素 丰 的 下 方 ，8 到 它 自身 内 的 映照 的 个 
数 显 然 等 于 (2) 中 第 二 行 上 不 同 写法 的 个 数 ， 因 第 二 行 上 每 个 位 
荔 剖 有 4 种 选择 , 故 扩 里 元 素 的 阶 ,或 个 数 , 为 ”. 

避 和 司 只 含有 限 个 元 素 ， 就 时 做 有 限 生 区， 要 计 论 这 样 的 伯 
每, 将 名 里 的 积 aB 烈 皮 乘法 表 是 有 用 的 . 届 ww， ……，om 是 名 
的 元 素 , 则 乘法 表 的 形状 是 


ao 


om 


上 | a 


lo. 


我 们 把 积 ozo; 写 在 a; 的 所 在 行 与 mw 的 所 在 列 移 交点 处 . 例如， 
命 人 是 由 含有 两 个 元 素 的 集合 坐 甩 有 变换 构成 的 伯 春 , 剧 扩 的 元 
党 是 

_/12 {12 _fi 2 _11 2 
‘=(! 2). < 人 i) B=(1 2) ”=(: 2); 


而 拉 移 乘法 天 县 


2. 菲 辕 合 的 二 充 合 成” 我们 萤 考 处 信里 任意 (不 必 为 业 合 移 ) 
二 元 合成 《a, 5) 一 a5。 这 样 的 映 早 可 确定 两 个 三 元 合成 ， 羡 朗 
6 X 5 XxX 6 到 6 内 的 时 照 ; (4a, 5, oc) 一 (ab 及 《ea 5，c) 一 
akac)。 更 普 到 地 说 , 在 S 里 可 采取 归 业 方式 定义 出 一 批 4# 元 合 
成 ， 裔 从 二 元 合成 直 ， 已 能 作出 各 个 mw《 < ) 元 合成 ; 我 们 把 
8 二 1 的 一 元 合成 当 作 吓 恒 等 映照 a 一 4， 分 合 mm 为 之 # 的 任 一 
个 正 整数 , 井 合 
a1s029° yam) 一 ar(alycai Am) 
《eoly amt2s as) 一 amtly mt2y ***» An) 
是 由 原来 二 元 合成 决定 出 来 的 沫 个 m 元 与 (x 一 mw) 元 合成 。 则 我 
们 可 取 
【si oa bo) YH gy dboo)o(amriy Gort2 aa) 
为 # 元 合成 的 一 个 . 随 着 m, x, > 的 收 恋 , 接 这 方法 得 田 稀 上 折 有 映 
局 都 是 与 (4,6) 一 a6 连带 的 元 合成 ， 应 用 这 些 映照 子 (a, az 
，… ca] 的 精 果 叫做 al 42， ，en ( 按 这 样 灾 序 ) 的 (复合 ) 积 . 
例如 ， a1, eye a 可 能 的 积 有 
(aa2) a3) as, (a(a203)) a (ma2) (Cases » 


，20 。 


qaaCasat) )» af a2a3) as) 

不 难 作 出 一 个 具有 二 元 合成 的 集合 ， 使 得 由 这 二 元 合成 所 导 
出 的 所 有 # 元 合成 贵 不 相同 。 本 着 这 目的 , 命 3 为 不 同 元 素 
aa ay aa 的 集合 , 而 S* 是 根据 下 面 方法 得 出 的 也 号 的 集合 . 
王 § 里 选取 任 一 个 有 限 集 合 ， 其 元 素 技 一 定 次 序 起 作 4, 6，………， 
5 如 果 这 和 集合 只 有 一 个 或 两 个 元 来 ,就 把 它 归 到 6* 里 .如 果 有 两 个 
以 上 的 元 素 , 就 把 它 分 成 两 个 有 序 子 集合 4,58,"… 下 与 2 
在 这 样 得 来 的 子 集合 里 所 含 元 素 不 内 一 个 时 ,就 把 它 放 在 括号 里 ， 
而 得 (a,5、…, (1,…, 少 ， 然 后 再 就 这 两 个 子 第 合 重复 使 
用 上 六 方法 ,直到 最 后 为 士 。 琶 * 及 "表示 人 里 任意 两 个 记号 ， 


在 * 与 "都 属于 3 时 ， [i 

在 ve 5， 而 ”含有 多 于 一个 元 案 时 ，| jy <)， 
在 v65, 而 # 含有 多 于 一 个 元 素 时 ， (ov， 

x 及 ”都 合 有 多 子 一 个 元 素 时 。 (GOD(o). 


显然 这 在 S* 里 和 输出 一 个 一 元 合成 ， 且 因 前 此 定义 的 = 元 合股 对 
于 元 素 4a, wm"……, an 葵 思 不 同 的 精 果 , 故 它 合 在 S* 里 都 不 相同 . 
设 NN(w) 者 二 元 合成 的 个 数 ,根据 定义 得 递 推 公式 
(3) NGC = No 一 TDNCD 
+ Nia — NGQ) 十 -十 NCDNCo ~— DD). 
叉 N(1D) 二 1， 对 于 任 一 个 集合 里 的 任 一 个 二 元 合成 , N(x) 显然 
是 所 能 导 赎 不 同 ”元 合成 的 个 数 的 上 界 . 
要 解 递 推 公式 (3) 以 得 NN(n) 的 明确 公式 是 不 难 的 ， 我 们 可 
引入 由 震 般 数 
y 一 NCDxz + NO + + NODr? + ee 
来 定义 前 “生成 西数 "， 因 NG1) 一 1, 而 
P=NDNGDE + [NOONCD + NCDNG)]# + +** 
= NO + N(R + 


yy+x=0, 


*21. 


1 一 寺 一 4z 浊 a 2 一 3) 


?一 = 三 本 
所 以 
(9 CD) = 二 -Cn 一 3 pon, 
、 1 2 
习 是 5 


1。 在 双 数 的 集合 7 里 定义 一 元 合成 x，y) 一 * 十 3， 来 作 所 有 导出 的 四 放 合 成 。 

2. 对 于 一 个 粮 定 的 二 元 合 应 ,我 们 可 用 则 六方 式 定义 # 个 的 简单 积 为 au 或 
van, 这 里 # 为 m，…, on 的 简单 积 ，v 为 1，…, eo-! 的 简单 积 ， 隆 明 ; 之 Z 个 元 认 
的 任 一 个 积 可 看 作 个 元 来 ( 窑 们 自身 也 是 积 ) 的 简单 积 . 

3. 广义 粘 合 律 , 顶 ” 届 欠 定 的 二 元 合成 是 可 烙 合 的 , 邻 将 证 
ao wa -…，mm 毛 这 样 灵 序 作出 听 有 可 能 的 积 必 震 相等 。 我 们 先 
用 公式 

1 + 


fae, Toa-(f a) 


1 
来 定义 特殊 积 条 a;, 并 证 


+ 


引 理 TT 开 os TT ar. 
证 z 一 工时 , 由 定义 知 这 引 理 成 立 。 仿 柄 m = r 时 它 是 鞭 
的 , 则 在 m= > 十 1 时 ,有 


a a 


Welle = Te 人 (Two 


t 


一 (站 oem 
= (i a) 十 了 


1 


这 人 式 可 更 简单 地 写作 NC) 一 -各 二 全 .闭关 法 。 


2 


BE 
= Ha, 
1 


所 以 也 是 美的 ， 今 考虑 与 Ca， 41，*“*, aw) 连带 的 任 一 个 积 :由 定 
义 知 ， 宇 是 积 wm， 这 里 # 基 与 (za， az，'……， am) 连带 的 积 , 1 < 
严 到 ma 而 ”是 与 (amr， sn) 连带 的 积 。 由 归 生 法 ,我 们 可 假 


定 zx= 于 及 so 二 amris 故 uo == Txt 于 是 ,由 (eye， 


i=1 i=l kl 
42) 决定 的 所 有 积 都 相等 。 故 紫 后 这 个 唯一 决定 的 积 只 须 寻 
作 ae …… an 可 略 去 所 有 括号 ， 

设 所 有 a; 二 a， 则 aa '… mm 衣 作 四， 这 元 素 叫 做 = 的 > 逢 . 
由 上 面 的 诅 上 明 可 见 ， 
(5) ep = artm (a)™ = an 
如 果 与 里 的 合成 采用 记号 十 , 划 须 以 

ai 十 四 十 … 十 aa 代替 ma am， 


zz 代 赤 a 
关于 短 的 法 则 (5) 这 时 变 为 关于 倍数 ng 的 法 旭 ; 
(5 #4 二 ma (n+ ma, 和 (aa) = (ma)a, 


4. 交换 性 于 4 与 5 古 件 淹 的 元 素 , 草 可 能 有 ob 关 ba、 例 
如 ,由 $1 里 葵 出 的 什 潮 乘法 表 中 ,a 一 8, 但 Ba 一 Y， 谤 果 
的 元 素 4 与 5 适合 ab = bu， 则 纶 这 两 个 元 崇 可 交换 . 如 果 6 里 
任意 两 个 元 素 都 蚌 可 交换 时 , 则 S 叫做 灾 换 集合 由 归 业 法 立 见 : 
如 果 0 一 66r 一 12， 则 
and = ba an, 

次 酸 元素 ay aa， ,er 都 是 可 交换 的 , 亦 即 对 于 所 有 i j, arai 一 
iai， 就 瑚 度 任 一 个 积 avan … aw; 这 里 了 2- 是 12， 

… 的 一 种 排 烈 ， 假 定 e 出 现 于 这 各 时 的 第 4 位, 即 w, = m， 
划 有 

2 

使 用 归 绩 法 ,我 们 可 假定 


A A RD Hm)? = G2 “人 le 


23 。 


页 mvaz ao 二 dd2 do 
册子 (5) 为 次 , 故 同 一 个 元 素 的 各 逢 都 可 交换 . 又 从 计 褒 中 
显 见 ,如 果 5 一 sz, 则 


《6) 《8 = arb". 
如 采用 加 法 记号 ,这 和 结果 化 为 
(6) nlat+ 6) =nat nb. 


5. 恒 等 元 于 及 逆 元 于 于 全 看 SS 有 元 素 。 对 于 6 里 各 元 来 < 
有 ee 二 a, 划 。 叫 做 左 恒 等 元 素 ， 仿 此 , 琶 S 有 元 案 f， 对 于 各 个 
= 有 af = “， 则 了 叫做 右 司 等 匹夫. 
例 . 《1) 正 整数 对 于 乘法 所 成 的 牛 豆 有 双人 (一 左 及 右 ) 恒 等 苑 素 1。(2) 正 整 
数 对 于 加 法 所 成 的 中 于 无 征 等 元 素 ， (3 命 为 任 一 个 集合 ,于 襄 里 定义 a5 二 5b, 则 
各 是 牛 和 大, 它 的 尾 一 个 元 未 都 基 左 恒 等 元 率 ; 但 若 所 的 元 带 不 只 一 个 , 则 这 个 集合 无 
右 便 等 元 素 - 


末了 一 例 指出 ,中 酝 可 有 多 个 左 ( 右 ) 恒 等 元 素 ,而 无 右 ( 左 ) 司 
等 元 迪 。 俱 若 5 同时 含有 一 个 左 情 等 元 过 。 及 一 个 右 恒 等 元 来 f， 
划 必 须 e。 二 所， 这 因为 ，“ 是 左 恒 等 元 素 ，ef 二 f; 又 因 f 是 有 有 恒 
等 元 素 , cj 二 <。。 由 此 可 上 几 , 如 果 中 剧 有 一 个 左 恒 等 元 素 及 一 个 右 
恒 等 元 来 , 划 每 种 不 能 多 于 一 个 ， 特 别 是 ,如 果 有 一 个 双 侧 恒 等 元 
素 存在 , 草 它 是 唯一 的 ? 

此 后 双 例 二 等 元 素 只 叫做 恒 等 元 素 , 按 展 例 记 做 1. 本 “为 6 
的 元 素 , 如 果 S 里 存在 有 一 个 元 素 ", 使 a4 一 1， 划 “由 做 右 正 
其 元 素 , 而 “叫做 < 的 右 复 元 来 ， 仿 此 可 定义 左 正 妈 元 素 及 友 道 
元 素 。 履 «同时 为 左 正则 及 右 正则 元 素 ， 则 说 宅 是 单位 ( 正 阳 ) 元 
素 。 此 时 存在 有 ,使 va: 二 1, 也 存在 有 a”, 使 a44 二 1 因 “ 


a = (e080)a = a a9) = a 
故 ”= a ,这 元 素 叫 做 4 的 汀 元 素 ; 上 面 论 让 指明 , 它 是 哗 一 的 ?， 
我 们 本 作 ol， 因 a7! = 1 = el, 可见 o! 是 正 其 元 来 ,而 4 是 


DD 酸 e,e 部 是 元 素 , 划 因 = 是 双 侧 屋 等 元 素 , 故 <e 一 “; 义 因 。 也 是 双 
便 剧 等 元 索 , 故 .所 以 e 二 e'- 一 沽 者 注 ， 

们 设 4 ,9 者 是 < 的 道 元素 , 则 aa 二 1, eg 一 1. 于 是 4 二 1 = (eg) 一 
(qq) 一 人 1 一 a 故地 元 娄 是 唯一 的 -一 - 逢 者 注 、 
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也 前 逆 元 素 ， 故 有 法 则 : 
(a d= a, 
设 4 与 5 都 是 单位 元 素 ,; 剧 a65 也 是 单位 元 素 ; 这 因为 ， 
ab) Ble) = 1= (gt) (Cab). 

改 知 (eg 一 21em 

屋 久 + 表 S 里 运算 , 则 粳 等 元 类 到 作 0 如果 4 的 道 元 素 存 
在 ,期 记 作 一 *。 改 有 

一 (一 o) 一 “及 一 (za 十 下 一 一 5 十 (一 四. 

此 后 我 俩 还 把 * 十 《一 5) 写作 一刀 

6. 恒 的 定义 及 例 

定义 2。 登 娃 企划 的 一 种 ， 它 含有 一 个 恒 等 元 崇 ， 且 各 元 素 
都 是 单位 元 素 ， 

所 尽 玛 基 击 集合 名 及 甸 电 二 元 合成 所 组成 的 一 个 代数 柔 , 宅 
适合 下 列 各 条 件 : 

1 (ab)c = alge). 

2， 名 里 存在 有 一 个 元 素 1, 使 el = 1a, 

3。 对 于 鱼 里 每 个 a, 在 全 里 存在 有 一 个 元 素 co, 使 co 一 
1 = ela. 

关于 愉 的 集合 部 分 ,也 仿 千 价 中 交 办 法 ,上 叫做" 登 @ ”下面 是 
散 者 热 悉 的 一 些 便 的 例子 ， 


例 .。 (1) 实数 的 例 体 Rt， 合成 用 加 法 。 此 时 , 数 0 是 恒 竺 元素, 而 a 的 逆 元 来 就 
是 通常 的 一 a。(2) 复数 的 集合 Ct， 合成 用 加 法 . (3) 非 者 的 实数 的 集合 R*, 合成 用 
条 法 .此 了 时 , 实数 1 是 恒 等 元 素 , 向 的 逆 元 娄 就 是 通常 的 创 数 a 了。(4) 正 实数 的 集 
合 9, 合成 用 共通 乘 汰 ，(5) 非 零 的 复数 的 集合 C*, 合成 用 丧 法 . 《6) 破 对 值 为 1 的 
复数 ei 的 集合 呆 , 合成 用 乘法 ，《7) 1 的 了 个 复 了 次 根 的 集合 Cn, 侣 成 用 乘法 (8) 
平 黄 上 米 一 点 口 的 旋 调 的 会 体 ,合成 用 积 ， 发 取 吕 为 原点 , 则 么 过 角 9 的 旋 垢 可 作为 
映照 (*，y) 一 (xy )， 用 分 析 表 出 如 

srco0— ysing, yy =rsing+ ycosd. 

设 9== 0, 期 得 剧 等 变换 , 必 在 施 芋 的 集合 里 起 恒 等 元 迪 的 作用 。 猎 过 角 9 的 旋 葡 的 
递 施 韩 是 经 过 和 角 一 9 的 旋 炉 .9) 祭 闻 里 缠 一 点 0 的 旋 糖 的 合体 , 合成 用 积 。(10) 不 
男 上 向 苦 的 集合 ,合成 用 向 基 加 i 个 向 最 可 用 分 析 吉 为 实数 的 二 椎 粗 (4, 8), 它 
们 分 别 为 向 最 的 *" 当 标 与 六 坐标 - 钥 v 一 (e ,5， 而 sv' 二 《af, 5), 划 通常 向 量 加 法 
答 邮 v 十 二 (4 十 eB 十 如 ). 替 向 最 9 一 《0, 0) 起 蚀 竺 元素 的 作用 , 而 的 淫 元 
素 为 ~? 二 (~a, -56), 
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习 是 7 
工 命 储 为 实数 二 维 租 (a, 5) 的 全 体 ,其 中 上 学 0, 如果 操 里 的 合成 由 公式 
Ca, Bles A) = Cae, be + d) 
环 定 义 , 验 明 :@ 是 一 个 繁 . 
也 字 二 的 讨 花 , 亚 昂 恒 等 元 素 在 入 里 是 崔 一 的 ,而 且 e 的 复元 
素 也 是 唯一 决定 的 ， 屋 4 与 5b 是 甘 个 的 任意 两 个 元 素 ， 则 楼 性 方 
程 sz = 二 6 在 多 里 有 解 为 o 25, 而 且 是 它 仅 有 的 解 。 这 了 因为 ,从 
ax 二 qx' 即 有 < (er) 一 eex); 因而 x 一 *， 由 此 可 见 左 相 
消 律 是 成 立 的 。 同 理 , 方 程 yz 一 5 在 @6 里 也 有 唯一 的 解 ， 且 右 相 
消 健 成立 .az 二 5 与 ya = 2 在 8 里 前 可 解 性 是 酝 的 一 个 特性 
(参看 下 面 习题 的 第 3 题 ). 
习 题 3 
1。 裔 中 到 的 区 素 。 适合 o = ,这 元 素 叫做 周 势 元 来 ?。 号 明 ， 法 里 的 风势 元 
素 是 一 1. 
2 求证 秆 攻 如 果 具 有 下 列 各 性 盾 ,其 成 为 茜 : 
(3) 侈 有 一 个 右 恒 等 元 素 lr; 
(b)@ 的 每 个 元 索 。 对 于 1 有 一 个 右 适 元 素 ?”。 
3， 发 外 为 中 举 , 且 对 于 元 紫 e 与 3 ,方程 ex 二 5 及 ya = 部 是 可 和 解 , 证明: 外 
是 一 个 大， 
4， 如果 相 演 律 在 一 个 有 限 咎 繁 蛙 成 立 , 甘 明 :这 沾 生 是 一 个 天 . 


7. 子 莉 全 5' 是 咎 萤 6 的 一 个 子 集 合 ,每 当 a 与 5 都 属于 

6 时序 有 ab € 6 我 们 就 谣 : 6' 是 封 半 的 。 显然 转 合 律 在 G' 里 为 

趴 。 改 起 5' 及 导出 的 映照 (c， 仿 一 o8 (a 与 5 属于 S') 所 租 成 

的 代数 柔 , S'，， 成 守 芥 , 叶 侯 生起 的 子 中 理 ”6' 对 于 6 的 合成 
可 能 成 为 革 , 此 时 6 叫做 S 的 子 潮 . 

例 。 (1) 正 喜 数 的 集合 是 (严格 地 于 次 定 ) 下 数 关 于 加 法 的 雪 二 星 的 一 个 子 侍 


于， 偶 凝 数 的 集合 是 的 一 个 子 敬 。 页 莹 注 地 久 ， 一 个 团 定 整 数 m 的 售 数 km 的 全 
体 是 一 个 子 拿 (2) 由 数 1 与 -1 籽 成 的 集合 是 整数 关于 汇 法 的 中 玫 里 一 个 子 且 - 


今 将 证 : 发 6 是 带 有 屋 等 元 素 的 任 -一 个 中 天 , 则 S 的 单位 元 


七 同 势 元 素 也 有 其 作 短 等 元 来 一 一 元 者 注 
2 屋 于 (b) 内 , 把 "有 ” 改 为 * 左 ”, 得 来 的 代数 采 不 一 定 成 八 。 克 里 应 得 莉 得 它 的 
藉 构 , 见 数学 和 录 (Annals of Ma 了 h,), 餐 34, 页 865 一 871--- 一 作者 泪 。 


蔓 取 如 (2 9) 形 二 阶 方 妹 的 集合 , 易 知 右 全 等 元 过 为 (0 ), 左 送 元 来 为 (59) 。 
供 有 六 元 党 不 存在 。 可 见 这 集合 不 成 为 举 一 - 课 首 注 。 
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这 构成 的 子 集合 B 决 定 一 个 子 重 ， 命 “ 与 5 为 单位 元 嵌 , 前 叱 已 
证 得 起 a1 是 a6 的 逆 元 素 ; 故 oa56EG@. 因 1.1 一 1, 故 16G, 卫 
在 华里 起 恒 等 元 索 的 作用 ，。 最 后 , 琶 <E@, 因 ee 三 1 一 oo， 
故 omEG， 因 此 劝 的 每 个 元 嵌 在 @ 里 各 有 北 元 素 ， 我 倍 把 @G 对 
做 SS 的 单位 元 素 理 。 上 面 的 例 (2) 就 是 :整数 在 乘法 下 的 中 村里 
的 单位 元 素 价 。 将 来 可 见 ,关于 酝 的 许多 重要 的 例 都 可 从 定 至 的 
单位 元 来 看 得 出 . 

次 从 任意 人 重 @ 出 发 ,决定 它 的 子 集 合 急 能 成 为 瑟 的 子 录 的 条 
件 、 首 先是 ，9 必须 封 阴 的 其 次 ,5 须 合 有 恒 等 元 素 1 ; 但 因 
《1722 = 1', 显 见 (习题 8 的 第 1 是 ) 1 与 外商 恒 等 元 素 1 重合 . 林 
了 , 设 4€9, 则 细 里 须 存 在 一 个 元 素 了 使 aa 二 1 二 ada、 于 是 ， 
a 是 4 的 一 个 道 元 素 ; 但 因 复 元 素 是 唯一 的 , 故 “ 
壕 可 见 ,要 使 春 @ 的 子 集合 多 成 为 第 的 一 个 子 一 ,必须 

1 4,8E9 时 , 央 a5 69( 圭 朋 性 ); 

2. 1€9; 

3. a€®D, Na €D. 
这 些 条 件 也 是 子 集合 多 能 使 9,' 成 为 等 ,的 一 个 子 替 前 充分 条 
件 。 这 因为 ,从 此 可 推 得 关于 鞋 的 公理 2 及 3; 而 千 合 性 的 条 件 在 
各 里 本 已 成 立 , 故 在 另 里 必然 成 立 是 不 待 吉 的 ， 

才 须 指出 ,区 外 自身 可 以 看 作 基 玫 的 一 个 于 司 ， 设 允 是 一 个 
子 : 春 , 生 是 劝 的 鞭子 集合 , 卓 裔 :多 姑 鲁 的 最 子 芋 . 从 定义 或 上 还 
条 件 显 昂 , 仅 由 元 素 1 构成 的 子 集 合 也 是 甸 的 一 个 子 淖 , 记 它 作 吃 
的 子 兴 1 《用 加 法 时 , 则 记 作 0 ) . 

习 题 ， 


1， 脸 证: 形状 如 (1, 5) 的 二 雁 祖 的 子 集合 袍 成 习题 7 的 第 一 古里 所 壕 的 区 的 一 
个 子 浴 . 

2， 求 靳 :素面 的 一 个 子 集合 另 成 为 一 个 子 天 的 充 弓 条 件 是 : “ 与 5 属于 习 时 ， 
BE 

3。 求 证: 萄 的 任 一 个 有 限于 牛 合 必 为 一 个 于 华 ( 容 看 习 稻 8 的 第 4 题 ). 

4. 毁 以 4 起 甸 的 各 于 硅 允 的 任 - -个 集 介 ,求证 : 交 站 允 是 一 个 于 学 

5. 恕 是 杀 加 的 任 一 个 元 素 , 求 普 : 与 4 可 交换 的 元 素 的 集合 C(4) 是 个 的 一 个 
子 莒 、 
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3. 同 构 ”我们 先 末 考究 这 个 基本 概念 的 一 个 熟悉 例子 ， 命 
R+ 是 实数 关于 加 法 的 枚 , 9 是 正 实数 关于 梁 法 的 孕 . 就 R+ 到 人 9 
内 的 映照 > 一 近来 看 , 它 是 R+ 到 9. 上 的 1 一 1 且 照 。 小 映照 是 
z 一 log z。 还 有 基本 性 盾 

ety 一 erer, 

玖 设 (a) 先 在 R+ 里 作 两 数 的 千 合 兢 , 然后 求 在 0 里 的 每, 或 (b) 
人 先 求 在 0 里 的 象 ,然后 对 于 这 些 象 作 春 合成 ,都 得 出 同样 辕 果 、 因 
为 我 们 不 考虑 孚 里 各 元 素 的 实质 ,而 只 对 疙 何 的 合成 感到 兴趣 ,而 
这 两 个 例子 里 的 合成 刚好 有 相同 性 盾 ; 故 从 抽象 观点 来 设 , 车 R+ 
与 乡 在 性 质 上 无 所 区 别 、R+ 与 8 间 的 密切 关系 可 依 下 面 的 定义 
说 成 这 两 个 春 是 同 构 的 、 

定义 3 识 在 两 个 春生 与 5' 问 存在 有 全 到 人 @' 上 的 1 一 1 颖 
照 x 一 ,使 (zy)' 二 xy’, 则 朋 : @ 与 @ 是 同 构 的 . 

活 合 定义 里 条 件 药 肌 照 听 做 @@ 到 名 -上 的 同 构 ， 裔 旬 与 是 
同 构 的 , 中 者 间 可 有 很 多 的 同 构 存在 。 例如 , 设 4 是 短 + 的 任 -~ 
个 正 整 数 , 基 腕 腿 < 一 a 是 R41 到 9 上 的 一 个 同 构 。 同 构 的 滨 常 
被 设 基 抽象 等 价 移 . 订 6 与 @' 是 同 构 的 ,就 记 作 伺 守 6'. 显 然 ,两 
合并 的 同 构 是 一 种 等 价 关 系 。 这 因为 , 恒 等 映 照 是 g 到 自身 上 的 
一 个 同 构 ， 如 果 “一 w 是 台 到 人 上 的 一 个 同 格 , 则 道 映照 a 一 >a 
是 8 到 全 上 的 一 个 同 构 ， 最 后 ,发 a 一 a 着 名 到 人 上 的 一 个 周 
构 , 而 a 一 a 是 到 售 " 上 的 一 个 同和 构 , 则 a 一 a 是 8 天 6”. 上 
的 一 个 同 构 ， 


习 题 1 
1. 巩 * > 是 一 个 癌 构 , 求 是: 1 的 象 开 是 第 二 个 至 的 慎 等 元 素 ,并 吴 : ("1)' = 
(aN. 
2. 映照 9 -yei8 是 再 为 R+ 到 由 粘 对 值 为 了 的 复数 粗 成 的 染 法 么 上 的 一 个 同 构 
最 ? 
9 变换 看 。” 慑 5 是 一 个 任意 集合 ,而 (5S) 是 5 到 自身 内 的 变 
换 所 成 的 什 敬 , 则 入 有 恒 等 变 换 , 即 恒 等 映照 x 一 x， 今 考 究 人 (5) 
的 单位 元 素 的 子 看 外 (S$)， 我 们 知道 : 如 果 “是 3 到 $ 上 的 1 一 1 
映照 , 剧 逆 映照 a 具有 性 厦 aan! 二 1 一 ore。 反 之 ,说 w% 是 点 (3) 
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里 任 一 个 元 素 ， 而 有 道 元 素 朋 存在， 使 aB = 工 = 8c， 弄 任 一 个 
x 二 《xB)a& 5Sa, 故 Qa 把 5 鼎 照 到 它 人 不 仅 如 此 ,如 果 xa 一 
yc (xe)B 二 (yo)B, 而 * 一 y， 于 是 ,是 1 一 1 映照 。 这 证 
朋 : 6(5) 恰 是 5 到 自身 上 的 [一 1 本 > 叫做 偶合 的 1 一 1 


情况 古琴 G(S) 的 任 一 个 子 惟 ,我 们 中 它 做 (5 里 ) 
一 个 变换 春 。 如 果 回 忆 一 个 子 集合 允 能 成 子 符 的 条 件 , 就 可 知 集 
合 8 芭 启 身上 的 I 一 1 变换 前 集合 允 如 果 适 台 下 列 各 条 件 , 刚 决定 
一 个 变换 司 : 

1 设 a, 86E5, 划 积 xpBE9. 

2. 优等 机 攻 x 一 属于 驴 ， 

3。 设 a€9, 黄道 映照 o 属于 9. 

分 考究 3 是 = 个 数 1, 2,，…，2 的 集合 这 一 特 款 ，5 的 起 换 
前 硬 (8) 时 做 ?= 天 对 多 总 作 So。 写 的 元 素 w 用 形 如 

1 2 -a 
(i 
部 号 表册 , 并 且 可 用 这 样 的 表示 来 计算 恒 S。 的 阶 (5 里 元 浅 的 

个 数 )。 元 过 la 居然 是 任 济 的 , 故 选择 作 第 一 位 的 数 可 有 # 种 方 
号 的 第 二 行 上 数字 不 放 重 复 , 故 选择 作 第 二 位 的 数 有 
# 一 1 种 方法 , 第 三 位 的 数 有 x 一 2 种 方法 等 等 。 所 以 总 共 得 a1 
个 记号 ,从 而 5, 共有 a1 个 元 素 ， 
习 显 1 


计算 c8, Ba, 及 cr 

2. 写 出 $s 的 元 素 ,并 作出 这 个 章 的 乘法 去， 

3， 验 旺 下 列 变 换 成 一 个 变换 孚 : 

1 2 3 4 2 3 1 2 3 
(1 2 3), (2 3 17), 3 1 2 上 

4.6 音 闭 些 个 例子 是 变 换 英 ? 
办 训 由 法 则 *>ax 十 5 夺 9 答 出 下 光 的 变换 的 集合 成 一 个 变换 聂 ， 言 明 这 
习 通 7 的 &1 寻 星 糖 出 的 芥 是 司 构 的 。 
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6, 肉 族 由 《x*, 7) -> (* 十 4,0) 所 定义 的 平面 二 变 痪 的 全 体 关于 积 合成 粗 碟 一 
个 要 它 是 一 个 变 失 人 吗 ? 
19. 村 用 变换 站 实现 ”从 历史 上 说 ， 合 论 最 初 只 外 理 变 换 敬 . 
后 来 为 着 要 使 变换 获 上 那些 仅 限 于 积 合成 而 不 牵连 到 施行 变换 前 
集合 5 的 性 质 能 够 以 最 简章 与 最 直接 前 方式 引出 ， 才 导入 抽象 全 
的 构 念 我 们 很 自然 地 要 间 : 抽 象 概 念 与 实际 是 否 完全 符合 , 亦 即 
第 所 包括 的 这 类 代数 系 是 咨 刚好 与 这 类 变换 于 一 致 y 这 癌 题 从 下 
面 饥 荣 (Cayley) 的 基本 定理 得 到 表 定 的 答复 . 
定理 1。 任 一 个 浴 必 同 构 于 一 个 变换 生 . 
证 我 们 将 要 定义 的 变换 蛋 是 作用 于 共 定 春 的 集合 和 里 .把 
要 8 的 每 个 元 素 4 与 集合 @ 到 自身 内 的 映照 x 一 xa 联系 起 来 .这 
映照 记 作 a., 时 位 明 4 决定 的 右 科 变换， 风 为 右 相 消 律 成 立 , 故 
如是 1 一 1 喘 照 . 因 任 一 个 元 素 5 可 写 让 (aaa 二 (oem 玖 
a; 是 8 到 自身 上 的 上 映照。 于 是 ，a, 属于 集合 G6 的 1 一 1 变换 的 
看 ， 今 要 证 5, 二 {a,} 的 全 体 是 人 里 一 个 变换 芥 . 首先 者 究 积 
arb,， 农 把 x 变 为 (xa)56。 由 辕 合 律 , (xa)5 一 x(a5) ， 故 mir 与 
(a&), 有 同样 作用 .于 是 ， 
《7) arpr = (ab), 
属于 5,. 其 次 ,我 们 知 , 1 二 1, 属于 6,. 最 后 ,由 (7 得 sr(c ,一 
一 (ea ar 故 o 二 《a7), 属于 5,。， 因 此 5, 是 一 个 变换 区 . 
今 考究 登 6 到 泡 @- 上 的 对 应 “一 wz。 如 果 a 关 5, 旭 1a = 一 < 关 
二 15 从 而 a, 于 5; 故 4a 一 a 是 1 一 1 映照。， 因 (7) 成 立 , 故 
映照 a 一 a; 是 一 个 同 构 , 而 证 明 完 成 . 
我 们 称 同 构 a 一 a 是 用 变换 涂 ( 右 ) 正 则 实现 ， 应 茂 指 出 ， 
如 果 沪 是 # 阶 有 限 谷 , 期 5, 是 对 称 便 5, 的 一 个 子 擎 ， 故 得 
乘 . 任 一 个 >” 障 有 限 导 与 5, 的 一 个 子 芭 是 同 构 的 . 
例 、《1) R+ 是 实数 的 加 法 区 ， 如 果 2 & R+， 则 er 为 平移 变换 < 下 一 * 十 a， 


(2) R* 是 非常 实数 的 乘法 池 ， «i 是 伸 科 变换 zx 人 x 一 sx。(3) 实数 二 宁 圳 (2, 
的 全 ,a 关 0, 合成 法 则 是 


(a, le, d) = Cac, be + 4), 
这 里 (ec, er 招 (*，?) 有 映 服 到 (xz 77， 
下 一 
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名 用 变换 埃 实 现 的 另 一 种 是 使 用 左 乘 变换 .名 到 自身 内 的 瑞 
照 + 一 ax 时 做 左 乘 变换 , 读 作 ci， 与 右 乘 变 换 相 似 ， 我 们 易 知 : 
42 是 各 到 自身 上 的 1 一 1 观照 , 而 且 e 的 集合 8 县 一 个 变换 荀 ， 
后 者 的 证 朋 中 , 除 
{8) qb = (Ba)s 
这 一 改变 外 ,完全 与 对 于 多 的 旋 明 相同 .这 里 《8) 是 由 

zatbi = blax) = (Ba)x = xlba)r 
得 出 ， 映 照 a 一 a/ 天 全 到 全 ,上 的 1 一 1 映 昭 ; 一 般 说 来 , 它 不 是 
一 个 同 构 .要 得 同 构 须 以 映照 a ~ ai 二 (a) 代替 它 ， 这 因为 ， 
CaB)7! = (ba) = ar 
我 们 把 同 构 一 or 时 做 @ 的 在 正则 实现 。 

因 xerar 一 《ax)b, xbrar 一 4(xb) , 故 由 玉里 精 合 律 得 extr 一 
Bat; 它 对 二 名 里 上 折 有 4,6 都 成 立 ， 故 属于 集合 @. 的 任 一 个 变换 
与 属于 8, 的 任 一 个 变换 可 以 交换 。 邀 定理 也 是 成 立 的 , 朗 : 如 果 

是 久 里 任 一 个 变换 , 与 所 有 ai(a,) 可 交换 , 则 有 8 是 一 个 在 ( 左 ) 
乘 变 换 ， 这 因为 ,如 果 5 = 18, 刚 有 
B= xD)B= (lx)B = (8)z = x(18) = xb, 
赦 B= 名。 
习 题 12 
4， 等 出 5s 前 正则 实现 . 

小. 循环 本 ,元 于 的 阶 ” 设 M 是 奢 @ 的 仔 一 个 非 答 子 集 合 , 命 
{多 } 是 5 里 售 有 和 集合 M 的 各 子午 的 和 集合、 至 集 合 {3} 含有 信 , 故 
为 非 宏 集合 。 宅 的 交 门 9 是 龟 的 子 获 (习题 9 的 第 4 题 ), 记 作 
{IM], 是 做 由 集合 以 生成 的 全 的 子 合 . 和 集合 [M] 具有 下 列 各 性 盾 : 
《LTM] 是 6 的 一 个 子 芥 ， ed tm] 己 M。(3) 如 果 吃 是 鲁 的 任 
一 个 子 芥 , 宅 包含 村 为 子 集 合 , 则 另 卫 [M].， 这些 性 盾 显 然 也 是 
[LMJ 的 特性 ， 这 因为 ,如 果 见 是 外 的 一 个 子 集 台 ,能 适合 (关于 M 
的 ) 《1),，(2) 及 (3), 则 因 久 是 包含 如 的 一 个 子 司 ,区 有 久生 TMj ， 
出 对 称 性 得 IM] 宇多 故 录 一 TYM]， 

和 用 这 特 点 ,可 以 上 明确 求 得 [M) 的 元 素 。 我 们 肯定 这 些 元 素 
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给 是 各 个 有 限 积 a qs … an (x 为 任意 的 )， 这 里 ai€M，, 或 
对 里 元 素 的 道 元 素 ， 合 员 为 这 些 积 的 集合 : 易 知 见 是 @ 的 一 个 子 
汪 , 臣 舍 有 MH。 另 一 方面 : 息 呈 是 侣 的 一 个 子 至 , 也 含有 M,， 则 9 
含有 每 个 ecEM， 日 当 得 个 oE 对 时 ， 史 者 售 有 < ， 故 习 合 有 内 。 
办 下风 适合 (1)，(2) 及 (3); 从 而 只 二 LM]. 

今 来 少 究 M = {4} 这 一 特 款 ， 写 是 由 一 个 元 素 4 手 成 的 集 
合 ;我 们 把 [M] 写作 fa] ， 工 抬 这 个 子 本 叫做 由 “生成 的 (循环 ) 
区， 酸 在 至 3 时 有 元 素 4 存在 ,使 3 二 [4], 则 3 叫 估 短 环 潜 、 元 
素 < 吓 做 3 的 年 万 元素 ， 上 面 的 1 是 由 元 素 ox> 
从 ,1 及 (a)* Gn > 10) 等 租 度 ， 现在 定 一 1 及 em 一 (en 
(> 0), 旭 [a] 部 由 < 的 歼 数 堵 租 成 ， 

由 各 种 情形 的 考究 ， 可 使 指数 的 基本 定律 《5) 拓 广 到 所 有 吏 
数 敌 .例如 , 设 #>> ml 而 阅 <0, 则 

aram 一 angriml = ar(a- Di = griol 一 gtm, 

至 于 其 余 情形 让 藤 者 自己 去 验证 ， 我 们 可 由 指数 定律 或 让 接地 看 
出 ，[e] 是 一 个 交换 村 下面 是 一 些 关 于 循环 便 的 熟知 例子 . 


例 。 (了 ) 设 让 是 整数 的 加 法 蕴 。 由 归纳 法 公理 显 况 , 合 有 1 的 正 整 数 的 集合 ， 
打 对 于 加 法 封 姑 , 则 它 仿 有 一 切 正 整 数 。 由 此 可 昂 , 14 一 [1]. 显 然 还 有 天 一 [一 证 
而 且 和 如 果 丰 过 1, 一 1, 刚 1 [二 。 故 王 与 是 7 的 只 一 生成 元 素 - 
2 
(2) 令 Us 是 由 1 的 复 *# 次 根 粗 成 的 恒 , 则 Ua 由 复数 = * “一 0,1， nz 一 1 
构成 。 使 用 复数 的 标准 几何 表 东 ， 其 知 这 些 数 是 由 正 2 角 形 的 优点 表 出 , 而 这 个 正 


3 
和 2 角形 是 内 接 于 单 们 加, 且 有 (1, 0) 为 一 个 顶点 . 证 令 。 ”二 p， 则 Us 的 元 沼 是 
1 ps pz, …，Pa 1 。 故 bs 是 乡 阶 循环 葵 ， 


兮 3 是 一 个 循环 雄 , “ 是 ' 写 的 生成 元 素 、 考究 和 至 3 上 的 肌 
照 ?一 9， 这 对 应 具有 性 质 
坟 寺 Ra 
所 以 ,和 如果 这 映 昭 是 1 一 1 的 ,区 旋 是 I+ 到 3 .上 的 同 构 . 
次 设 这 映照 不 是 1 一 ! 的 , 旭 有 m 关 4 而 使 a" 二 a*"、 我 个 可 
假定 = > mw. 于 是 
Dm = ee" =a"a "= 


放 有 正 束 数 存在 ,使 a? 一 1。 会 + 是 具有 这 个 性 质 的 最 小 正 整 
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数 , 则 元 索 1， sa …， ear 肯定 号 不 同 的 .并 且 3 的 每 个 元 索 属 本 
这 集合 内 ， 这 因为 ， 姑 末 有 1 各 让 0,1,… 7 一 1 里 的 数 ,了 7， 
而 用 二 qt 时 , 则 必 有 ?存在 ,0 人 <p 达 rr, 且 o? 二 1. 这 与 7 的 


挑选 方法 汉语 ， 次 合 "是 3 的 任 一 个 元 案 , 合 # 一 gr 十 ,0 世 
:< 划 

a a gra = (ge) sg = gs 
这 疙 实 了 我 们 的 尝 站 时 对 前 ， 故 3 是 一 个 阶 有 限 合 . 


由 此 可 知 , 如 时 3 是 无 限 酝 , 则 映照 = 一 必 必 为 1 一 1 的, 故 什 
一 个 无 限 循环 垂 同 构 于 已 . 于 是 ,任意 两 个 无 限 循环 替 都 成 同 构 . 
其 次 ,我 们 上 费 证 : 任意 两 个 同 阶 的 有 限 循 环 看 是 同 构 的 ， 全 3 二 
[el ,及 路 二 16] 者 是 了 阶 , 则 Le] (或 18]) 的 险 了 是 能 使 和 一 
(wr 二 1) 的 最 小 正 整 数 ， 合 大 是 能 使 二 1 的 任 一 个 整数 . 网 
二 rg 十 5s.0 世 s 达 1, 则 由 ss 二 1 得 

村 二 era 一 aa 二 人 
故 由 了 前 极 小 性 天 一 0. 于是，r|4. 今 屋 四 二 am, 划 m 一 工 . 
克 # 一 mw 二 rg， 于是，1 王 6 二 6”"m 而 要 二 6" 作 喘 照 
a” 5"， 姑 可 断 吾 这 对 应 是 音 值 鹿 。 根据 对 称 性 , 由 如 一 如 可 
推 妇 ?二 am， 所 以 ,这 个 映照 是 1 一 1 前。 显然 ， 
a" = artm ypete = pp 

故 中 一 部 是 一 个 同 构 ， 这 证 明了 下 廿 的 

定理 2 同 障 的 任意 两 个 特 球 春 都 是 同 襟 的 。 

循环 舌 的 壮 念 使 我 们 对 于 任意 震 人 的 元 素 获 得 初步 分 类 , 讼 
< 大 名 的 任 一 个 元 素 , 则 按照 [a] 是 无 限 玖 或 是 > 阶 有 限 看 , 放 说 
“是 无 限 阶 或 是 有 限 * 阶 的 元 素 。 在 前 一 情形 下 , 如 果 # 是 关 0 
的 任 一 个 整数， 朋 如 天 Ls 而 在 后 一 情形 下 , 则 有 a" = 1， 这 里 的 
”是 能 使 sr = 工 的 最 小 正 整数 ， 

循环 合 在 各 种 擎 中 算是 最 简单 的 。 因此 , 关于 双方 面 大 多 数 
漠 到 在 这 类 型 上 容易 得 出 回答 是 不 足 为 奇 的 。 例 如, 对 于 一 个 办 
定 的 车, 要 去 决定 它 的 一 切 子午 ,一 般 襄 来 ,这 是 一 个 很 难 的 计 题 : 
但 我 个 知道 ,这 胡乱 环 看 可 以 很 简单 地 解决 的 . 


tr = a = 1 
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命中 县 循环 罕 3 = [x] 的 -个子 硬 。 先 设 吧 尖 1， 则 有 正 
整数 mm 存在 使 a*€ 路， 这 因为 , 有 整改 六 和 0 存在 , 使 a”€ 8; 
并 且 如 果 om 6 下 , 则 (ce 一 a” 也 属于 路， 今 设 : 为 最 小 正 
整数 使 a'&€ 吕 ， 我 们 变 证 : 品 = [a 种 , 而 且 对 度 哎 一 * 是 1 一 1 
映照 。 要 证 这 些 结 果 , 合 < 二 a™ 是 亚 里 任 一 个 元 素 ， 命 王 一 54 
十 zw; 这 里 0 笠 z<s 则 史 二 akeD7 6 中 改 由 的 极 小 性 香 
# 二 0， 于 是 , c 二 a" 二 《ea 而 惑 一 fo， 双 因 为 ,如 果 吏 一 
及 路 一 基 串 二 [41] = 串 ', 显然 这 映照 是 1 一 1 的 ， 

起 3 为 无 限 循环 算 ， 则 映照 吕 一 > 是 在 正 整 数 和 集合 上 的 一 个 
上 映照， 这 因为 ,如 果 取 任 一 个 正 整数 *, 因为 能 使 + € [a’] 的 最 小 
正明 数 ” 是 自身, 故 [co] 一。 

次 设 3 是 7 阶 有 限 登 , 我们 看 证 :映照 中 一 s 是 在 < > 而 为 
* 的 因子 的 正 整数 集 人 台 上 的 映照 ， 因 为 1 = e《 站 ,前 此 用 过 的 
论证 指出 , > 是 * 的 撞 数 , 邹 *|>。， 另 一 力 面 , 合 * 为 的 任 一 个 因 
子 : 升 合 = mw 划一 1; 但 车 0 <f<z, 划 (a)* 竹 1. 玖 

* 是 |a1] 的 阶 . 仿 设 :是 最 小 正 幕 数 使 rc fc 则 因 [a 一 
Te 也 使 7 二 #7, 故 s 二 于 越 , [a 一 

这 就 趟 明了 下 面 的 

定理 3 仿 3 是 惩 环 愉 ,以 a 为 生成 元 素 , 蔓 令 中 是 3 的 任 
一 个 子 村 ,但 尖 1. 如 果 是 最 小 正 整数 使 <E 中, 则 吧 = fo] 
设 3 是 无 限 苦 , 划 对 应 吕 一 是 关 1 的 子 天 的 集合 到 正 束 数 集合 
上 的 一 个 1 一 1 联 照 。 设 3 是 " 阶 有 限 怪 , 则 这 映照 是 冯 1 的 子 
又 的 集 食 到 小 于 而 为 ” 的 正 因 子 的 集 含 上 的 1 一 1 联 照 ， 

融 3 是 无 限 桂 ， 则 这 个 对 应 可 由 映照 1 一 0 扩张 到 包括 仅 由 
工 粗 成 的 子 四 1。 在 有 限 看 情形 则 作 上 映照 1 ~> r。 敢 在 所 有 情形 
都 得 中 = [eq]， 我 们 还 知道 , 在 有 限 蔡 情形 下 , 如 果 吕 一 s, 则 
名 的 阶 是 +/s 一 上， 效 得 出 联系 这 子午 的 阶 与 点 的 另 一 个 1 一 1 
对 应 ， 这 精 果 可 泪 为 

定理 4 仿 3 是 x < o) 附 备 环 荣 , 则 3 的 任 一 个 子 导 的 阶 
是 7 的 一 个 因子 ;如 果 t 是 + 的 任 一 个 正 因子 , 旧 3 拥 有 一 个 而 且 
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只 有 一 个 “位子 下 
习性 上 以 ar) 表 蓝 数 * 的 正 因子 的 个 数 , 改 知 3 含有 dC7) 
个 子 曹 . 


习 题 13 
1 把 12 阶 竺 环 芋 的 子 举 询 成 一 表 。 
2. 合 3 二 14] 是 民 <o) 阶 知 环 谷 , 求 存 : am 的 阶 是 [my 站 /mm rf/(m, 门 、 
3 求 塌 : + 阶 德 环 至 愉 含 有 由 (7) 个 生成 元 素 ,这 里 g(r) ( 欧 拉 (Euler) 的 办 醒 
数 ) 虚 <7 丽 与 + 互 案 ( 亦 即 (7, #) = 1) 的 正 禁 数 天 的 个 数 . 
和 求 站; 下 列 河 作 质 的 和 个 部 是 " 阶 备 环 权 的 KA ”0) 阶 子 天 的 特点 = 
(DD 是 仿 仿 的 元 素 的 “ 浊 5 集合 
(27 号 是 能 使 时 
12. 全 换 的 初等 性 项 全 (2 2，……, 对 内 元 素 和 天 
的 集合 按 方 式 


{9) i = i i i i 
循环 亚 换 ， 于 全 全 和 本 丰 的 晤 换 7 吓 做 循环 ,这 种 的 7 读 
作 (… 显然 我 们 也 可 写 做 

7 一 ei) = ie iriiia) = 


如 果 两 个 循环 7 与 Y 的 记号 中 不 含有 公共 交 字 、 就 珊 忆 位 是 不 相 
诡 的 ， 在 这 情形 下 ,数字 会 丢 这 些 变换 中 的 一 个 所 改变 时 ， 对 于 其 
余 变 换 必 不 牛 政 恋 ， 所 坟 , 和 如 果 i 是 任 一 个 数字 , iy 天 7 划 节 休 
三 17; 又 因为 jyV? 关 i7, 政 iyY' 二 iY， 网 理 , 设 iy 天 i 则 iyY 
三 177， 又 识 i 二 i 及 iy 二 i 则 iyy' 二 yy 故 YY 二 YY， 
亦 序 任意 硕 个 不 相交 循环 必 可 交 搞 . 

任 一 个 事 换 可 与 成 不 相交 的 循环 的 积 。 例 如 ,发 


a=(123+55678) 
3654827 1) 


Ei 
la=3, 3g=5, 5g=8, gSa~—1; 
2a=6, 6a=2 
由 此 得 
a = (1358) (26) (4) (7), 
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对 于 任 一 个 we, 一 般 可 从 1，2,，…,# 里 任 一 全 数字 ， 必 如 
日 开始 ， 作 pna 一 Pa pu 二 而、'""， 区 至 渤 到 震中 人 先前 已 出 现 的 
数字 为 止 ， 当 itt 一 are 一 二 时 ,就 开始 这 样 的 重复 出 现 ; 这 因为 
iig*-1， 所 以 和 如果， 访 二 ,1 之 训 其 ja 让 二 iiwi， 而 
Qo 二 总 因此 , 把 数字 二 和 人 作 循 未 贰 换 ， 如 果 + < 
可 在 这 个 集合 以 外 找 内 一 个 关 。 如 果 ho 一 Po 出力 =Dae 
就 要 属于 上 面前 集合 , 这 与 假设 予 盾 了 .。 改 又 得 一 个 新 储 合 《fi 
吉方 }。 寂 也 玻 a 循环 证 换 , 并 且 与 上 面向 集合 无 公共 元 素 。 
这 样 炎 续 到 集合 {1, 2，"…, x) 时 前 数字 用 完 为 止 。 比较 在 任 一 
个 数字 上 的 作用 , 显 气 
(10) oii GD had, 
这 些 御 坏 都 症 不 们 交 的 。 

循环 (让 许 慑 等 映照 ， 这 种 循环 可 从 〔10) 中 奔 去 ; 因此 可 假 
定 《10) 里 的 +,s,，…,w > 1。， 由 于 这 样 得 来 的 分 解 可 导电 


He = ay i i i = ss 


让 


了 


ha = by, lot = ts, lo = hs 
面 且 及 有 其 余数 宇都 是 不 变 的 , 改 这 分 解 是 唯一 的 . 裔 分 解 a 为 
不 相安 循环 如 〔〈10)， 开 我们 可 拒 x 与 整数 
(i NW=C D+ GD 十 二 (一 功 
糙 合 超 来 . 
(a5) 形 的 循环 叫做 对 换 . 容易 验证 
(12) 人 
故 由 (10) 可 网: g 是 入 (0) 全 对 换 的 积 . 今 来 瑟 明 : 苯 N(o) 为 偶 
( 千 ) 获 ， 划 化 为 对 换 的 积 的 任 ,个 分 角 中 必 合 有 侧 ( 坷 ) 数 个 轩 
子 ， 要 底 这 定理 , 需 用 下列 两 公 = 
《ecicz ephBd de) (ab) 一 《acl ca) (ad da). 
《ec ea) Bd A Cab) 一 (acl capd dE). 
由 此 可 见 , 如果 4 与 5 出 虐 于 a 的 同一 循环 里 , 则 NCalab)) 一 
N(Q) 一 1; 如 果 4 与 5 出现 于 a 的 不 同 循 环 颗 ， 则 NCalab)) 一 
Nw) 十 1， 总 之 ， 
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(13) Nlalab)) = NC +1. 
今 改 0 是 加 个 对 换 的 积 ,全 二 (ab) (ced) (pg)。， 因 (ab 一 一 
《a) ， 改 知 
alpq) *-* Ced) ab) = 1. 
因 N(1) = 0, 反复 使 用 (13) 得 


0 = Na TITETT 二 1 

故 N(e) 是 m 项 + 1 或 一 1 的 和 。 因此, N(e) 为 偶数 必须 而 且 
只 天 六 为 偶数 ， 这 就 狂 明 了 上 面 的 精 果 . 

把 a 分 解 为 对 换 的 积 时 ， 我 们 恨 据 它 所 含 因子 的 个 数 为 侦 数 
或 奇数 而 将 “时 做 伪 或 奇 证 换 . 政 是 才 个 对 换 的 积 ,而 B 是 4 个 
对 换 的 积 , 则 aB 是 mm 十 'g 个 对 换 的 积 ,而 a-! 是 力 个 对 换 的 积 , 故 
发 “与 8 都 是 偶 亩 换 , 则 a8 也 是 侦 示 换 ;但 车 a 是 侦 ( 奇 ) 芒 换 ,而 
8 是 奇 ( 偶 ) 走 换 , 则 8 是 次 褒 执 : 又 若 a 与 有 都 是 奇 圭 换 , 刚 8 
是 偶 抽 移 ， 屋 “是 偶 语 换 ， 姑 or-! 也 是 偶 瑟 换 ， 这 些 法 列 还 指出 : 
倡 盏 换 的 集合 4 是 5, 的 一 个 子 至 , 时 做 交代 天 


习 题 14 
1. 就 将 54 驮 元 素 写 成 . (1) 不 相交 循环 的 积 ，(27 对 换 的 积 ， 决 定 44 的 元 素 . 
2. 珊 # 六 3 求证 : 4 的 任 一 个 元 索 是 三 元 循环 (obc) 的 积 。 

13. 玛 的 陪 集 分 解 先 疏 区 是 作用 于 集合 5 的 一 个 任意 变换 
牙 , 则 全 在 5 内 用 下 面 所 述 的 法 则 来 定义 一 个 等 价 关系 : 设 对 十 全 
内 菏 个 ,而 有 y == xa, 出 xz 三 (mod 伤 ) (车 做 : * 等 价 于 y, 模 
仿 )， 册 变换 春 的 定义 立 见 ,这 关 采 有 具有 反 身 、 对 称 及 传递 性 ， 有 
时 会 遇 到 ，S 的 任意 两 个 元 素 在 这 样 章 义 下 都 成 等 价 ; 此 时 , @ 被 


费 是 在 3 内 成 传递 罕 ， 一 般 吉 来, 我 们 可 得 出 把 5 分 解 为 非 相交 
的 等 价 类 ;这 种 等 价 类 ,我 们 叫做 3 关于 6 的 传递 集合 


作为 这 类 型 分 解 的 例子 , 命 S 二 {1,2,…,#)} 及 鲁 二 [a]， 
这 里 a€5s， 设 a 二 (i 让" Gd) 是 & 化 为 不 相交 
循环 的 分 解 , 显然 fi pp 都 是 [q] 
交 传 递 集合 , 其 余 的 传递 集合 卷 只 含有 一 个 元 素 . 前 节 所 考究 的 
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数 NCa) 今 定义 为 五 (rs 一 了 ,这 里 + 发 示 任 一 个 传递 集合 内 元 
染 的 个 数 ， 而 且 就 对 于 这 些 集 合 来 求 和 .， 这 个 说 明 久 一 次 指 蚀 ， 
No 是 除 一 的 ， 而 旦 一 般 会 使 人 或 多 或 少 地 更 能 了 和解 前 节 前 讨 
论 . 

分 识 下 为 企 一 个 腊 , 而 多 是 6 的 一 个 学 看 . 全 入 是 名 里 用 罗 
的 元 素 决 定 的 右 乘 变换 指 集 合 : 亦 序 入 是 映照 x 一 x4 的 集合 ,这 
里 *EG,5 是 劝 里 问 定 元 素 . 因 史 是 G 的 一 个 子 敬 , 9 是 全 ,的 
一 个 学 剧 , 故 外 是 作用 于 集合 @ 的 一 个 变换 而 。 今 考 究 由 8 决 
定 的 传递 集合 ， 为 简单 计 , 以 = 三 y?(mod 9) 代替 * 三 y (mod 590 . 
由 定义 ,这 意味 着 允 里 存在 …- 个 二 使 ?一 xf 或 等 价 于 纲 拉 yy《 习 。 
与 * 同 余 ( 等 价 ) 的 元 来 的 传递 集合 叫做 * 关 于 驴 的 右 陷 集 . 

今 对 于 各 陪 集 引入 一 个 方便 记 潜 . 一 般 而 广 ， 设 4 与 3 是 本 
全 的 子 集 合 ,我们 以 48 礼 积 a 的 集合 ,这 里 a€ 4,5€ 8B。 因此， 
(4B)C 是 积 (ab)e 的 集合 , 这 里 aE4,2EB，cEC， 因 (e)c 
二 a(&c)， 改 征 一 个 这 样 前 积 痢 属于 4(BC); 于 是 ，(4B8)C S 
A(BC)， 同 更 可 证 4(8C) S (48)C, 故 (48)C = 4(8C)， 各 
时 由 一 个 元 素 * 构成 的 集合 记 作 x, 显然 上 关于 与 的 右 陪 集 是 元 
未 xp 的 集合 , 这 里 hE 马 ， 故 这 个 陪 集 郎 是 x5， 无 疑 地 , 5 = 
Ux, 而且 对 于 任意 4 驹 与 上 或 x 易 二 y9, 或 +95Ny9 二 


例 。 (了 D 命 六 基 屯 数 的 如 法 村, 井 命 [mw] 表示 由 整数 nz > 0 的 倍数 注 成 的 子 
举 , 这 里 * 三 3 (mod [加 ]) 与 初等 数论 里 * 守 > (mod mw) 有 同样 音义 , 即 * - ?是 地 
的 信 歼 。 唐 * 是 任 -… 个 整数 , 我 们 可 把 * 写成 x 一 gm 十 + 这 里 Dr<mm。 于 是 ， 
sr 《mod 坟 )。 故 代 -- 个 整数 与 0,1,…, mw 一 1 中 一 个 数 局 余 ， 显然 ,这 些 数 中 溉 
有 两 个 是 同 余 的 。 故 了 关于 [mm 有 严 个 陷 梨 : 

一 {0, 土 加 ， 土 2m，…}， 
1 十 my 1 十 2 ，…})， 


{m— 1)={nm -1,(m— +m, Cn — FE2m, .0}. 

(2) 区 = R+ 是 实数 的 加 法 华 ; 罗 一 于 是 整数 子 华 。， 两 个 实数 关于 T+ 要 属于 局 
一 个 腊 集 , 必须 而 且 只 须 它 们 的 蔗 是 一 个 束 数 。 故 一 个 殖 集 是 点 的 集合 ， 这些 点 部 以 
豆 数 为 端点 的 各 个 单位 区 间 内 . 

Sa 号 一 4p， 妇 果 朋 是 偶 儒 换 ， 则 BE 4n; 其 小 亦 甘 。 如 果 月 是 奋 硬 
换 , 则 不 仅 防 集 B4。 里 每 个 伍 换 是 奇 器 向, 而 且 诉 有 页 奸 换 邦 念 在 B84 于。 这 内 为 ， 
如 果 7 是 硝 置 换 , 划 BY 是 个 赴 换 , 故 YE BAn， 于 是 , 我 全 有 两 个 陪 集 : 偶 仁 换 的 除 
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各 4 如 及 奇 总 澳 的 险 集 ， 

任意 两 个 在 聊 集 有 相同 的 基数 ; 亦 印 有 从 一 个 隆 集 映照 到 另 
-个 隆 集 上 的 1 一 1 对 应 存在 ， 这 因为 , 如 果 合 x9 与 ?9 是 任意 
两 个 右 陪 集 , 并 普 帘 左 乘 变 换 (yx = 条 和 y1; 我 们 知道 , 交 映 照 
是 所 到 自身 上 的 1 一 1 映照 如果 x%Ex*9, 则 显然 有 

Cx) yx) = yx 二 yh € yD, 
赦 (xz-D， 导出 xz 多 到 ?9 上 的 1 一 1 映照 。 因 罗 一 19， 记 自身 也 
是 一 个 右 陪 集 , 歼 及 有 右 陪 集 都 与 有 相同 的 基数 ， 

我 们 可 以 左 陪 集 代 规 右 陪 集 ,重复 前 此 讨论。 此 时 出 发 点 是 
变换 价 91 = { 杂 ，46 曙 关于 子 覃 9 的 在 同 余 关 六, 我们 定义 
为 : 由 变换 浴 吕 所 决定 的 同 余 关 季 , 并 写 做 * 三 jy (mod 9) 以 代 
远 x 三 y (mod 多 )， 这 只 是 意 际 着 , 有 一 个 元 素 569 存在 , 使 
y = 及 ,或 等 价 于 yx-1€ 允 ， 由 +* 决 定 的 等 价 类 是 集合 9 , 我 全 
昌 做 * 关 于 的 左 陪 集 . 

击 例 子 (习题 15 的 第 1 是) 可 知 : 一 个 汪 关 于 了 尘 9 的 右 障 
和 集 分 解 碍 镇 与 关于 子 全 9 的 左 陪 集 分 解 相 一 致 ， 但 两 种 分 解 天 
有 一个 简单 的 关 亲 有 在 , 即 : 由 任 一 个 有 陪 集 里 各 元 素 组 
成 的 集合 必 为 一 个 左 陪 集 ， 歼 因为 , (x 有 )-! = 人 petLE3x 而且 
当 历 取 允 的 所 有 元素 时 ,和 "x! 也 历 取 99c 的 折 有 元 素 。 故 左 
陀 集 9x-! 由 x9 玲 -… 决 定 ; 亦 即 它 与 x9 里 选 那 一 个 作 * 无 关 。 
我 们 还 知道 , 对 应 *9 一 9x 是 右 陪 集 的 集合 到 左 陪 集 的 集合 上 
的 1 一 1 对 应 , 故 {9y] 与 (z9) 有 相同 的 基数 ,这 数目 叫做 多 在 @ 

今 心 @6 是 有 限 尖 , 字 的 阶 是 *， 合 忆 是 一 个 mm 阶 子 举 , 兰 如 

劝 一 4989Ua8U…Ua9， 
这 果 ,; 尖 了 时 ，o 本 站 49 一 区 于 是 ，r 是 允 在 下 里 的 指数 ， 
ai 电 含有 z 个 元 素 , 故 各 含有 mr 个 元 素 ,从 而 = = mr。 这 证 明了 
下 面 的 基本 定理 : 

定理 5 ( 拉 格 兰 日 (Lagrange) 定理 )。 ”有 限 芝 的 子 若 的 附 数 
是 这 个 幕 的 阶 数 的 一 个 因子 ， 
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因为 如 在 5s 里 的 指数 为 2, 3 
拉 格 兰 且 定理 的 另 一 个 重要 点 用 是 : 
采 设 @@ 是 = 附 有 限 莫 : 则 鱼 里 每 个 元 率 
证 合 避 是 [x] 的 阶 , 则 x* 一 1; 因 为 # 二 mr, 玫 x 二 1 


习 题 15 
1. 在 5 里 决定 子 繁多 一 科 , (12)} 的 党 集 分 解 。 
2.、 仍 V 是 平面 上 向 量 至 ,合成 用 向 量 加 法 ， 求 省 : 由 原点 出 发 而 秋 点 在 过 口 的 一 
个 定 直 粮 上 的 导 成 一 个 子叶 .关于 这 子 潮 的 障 集 是 什么 ? 
3。 训 全: 与 9 是 信 的 两 个 子 双 。 求证 : 关于 :nNn 罗 的 任 一 个 降 集 是 关于 
Ss 的 一 个 障 集 的 交 。 利 骨 这 辕 果 来 泪 明 论 加 加 《Poincaré) 的 
4 与 别 。 在 入 电 有 有 限 指数 , 基 号 :ni 另 。 也 有 有 限 指数 . 
4. 法 则 xz 习 他 另 f 是 百 定义 一 个 ( 单 值 ) 映 照 呢 ? 
14. 不 变 子 到 与 商 重 ” 今 来 决定 子 邓 多 要 泛 合 什么 条 件 半 能 
使 任意 两 个 同 佘 式 模 多 可 以 相 乘 ， 亦 即 才能 由 任意 两 个 同 余 式 
”med9) 与 y 三 y (mod 纺 ) 得 内 xy 三 x'y'《mod 9)， 另 一 
种 探讨 这 个 条 件 的 方法 是 要 求 : 如 果 x'€x9 及 y E79, 基 x'y' 
xy9。 宇和 俩 合 的 乘法 来 况 , 是 :对 于 鱼 里 所 有 *# 及 ?， 刻 
{14) (xD) (yD) SG xyD 
成 立 ， 这 个 条 件 显然 等 价 于 另 7 另 GE 雹 对 于 所 有 7 矢 吴 立 ， 由 
9y9 ES y 允 又 可 推 得 $y ES y 多 。 反 过 来 , 如 果 允 能 使 8y Ey 多 ， 
因为 人 二 驴 , 就 也 推 得 
DyD EyDD = yD, 
所 以 $y9 S ?多 等 价 于 9y SG yD， 后 者 又 等 价 于 yy S55 也 基 
显然 的 。 我 们 今 采用 这 样 形状 的 条 件 于 下 面 : 
定义 4 设 旬 是 大 8 的 子 守 , 如 时 对 于 信里 每 个 y, yy 
59 都 成 立 , 划 驴 叶 做 不 变 ( 正 规 , 自 共 赵 ,或 类 别 ) 子 发 ， 
上 而 襄 明 指 鳃 : 9 是 不 变 子 看 , 必须 而 且 只 须 对 于 名 时 所 有 
2 《xz9) (7 另 ] CExy9 成 立 ， 子 符 9 的 不 变性 检验 法 对 于 元 素来 
说 就 是 : 如 果 及 € 多 , 而 7 为 任 章 元 案 , 旧 yhy 6 多， 因为 对 于 所 
有 yy 人 y 允 , 训 仿 y7 三 y' 允 以 7 有 乘 同时 切 左 乘 它 ,得 y9 所 
和 y， 囊 知 Dy 二 y 和 9， 所 以 , 如 果 马 且 不 变 子 愉 , 于 岂 任 一 个 元 素 
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* 三 


决定 的 右 陪 集 与 由 个 元 沾 决 守 的 友 陪 集 进 合 ， 邦 对 手 一 个 不 亚 
子 淮 的 陪 第 分 解 只 有 一 种 . 
改 儿 是 不 变 子 芭 , 基 

(#9) C9) = + = 2799 = xy®. 
页 9 的 陪 集 的 集合 关于 集合 的 鲜 法 是 鞋 前 的 , 今 攻 采用 这 样 合成 
时 , 障 集 的 集合 6/ 允 研一 个 区 ， 这 因为 集合 的 乘法 是 可 竺 全 的 、 
车 精 合 律 对 于 这 样 合成 成 立 ， 由 于 9(z9) 一 49 及 (x9)5 一 #5， 
均 陪 集 昌 有 醒 竺 元 来 的 作用 。 双 因为 

(0) 27D) = 9 ~ (sd) (9), 

故 #9 有 游 元 济 *- 岁 。 这 就 犹 阴 了 @/9 成 一 个 硬 ， 由 陪 集 的 基 
合 与 所 定义 的 会友 硼 成 的 型 旦 做 @6 关于 不 变 子 看 多 的 商 (因子 ) 
香 619， 字 前 阶 显 然 等 子 习 在 拒 的 指 履 . 
例 、《1 了 基 埃 数 的 


罚 法 至，[72] 是 整数 2>1》 的 倍数 所 成 的 子 蕉 。 加 为 灾 痪 
5 么 1/ [mx] 县 以 工 一 工 十 [m] 
,如果 是 侦 各 换 , 则 对 于 人 


A 是 5Sa 的 木 变 从 ， 


一 个 8， Pep 好 | 旺 岂 ， 商 于 3s/ An 的 阶 数 为 2， 


习 题 16 
1， 求 新: 任 一 个 2 阶 子 草 是 不 变 的 ， 
2. 求 用 :只 一 {1, 《12)}) 在 9。 里 不 是 不 变 的 . 
3, 求 普 :由 zx 十 6 此 的 变 机 构成 的 子 全 在 变 找 x 全 or 十 ,4 才 0 所 成 的 
下 里 是 不 变 子 草 。 
15. 看 的 辐 态 ” 辣 构 及 闻 构 的 光 的 概念 按 下 面 所 述 的 方式 拓 
广 ,内 容 就 只 见 丰 富 。 这 种 拓 广 巧 将 前 此 定义 中 奔 去 1 一 1 的 要 
求 , 故 有 下 面 的 基本 定义 。 
定义 5， 设 从 从 @ 到 价 人 内 的 映照 7” 有 性 质 
(xy)7 = (xq) yn), 
卓 虹 做 同 态 ， 如 果 了 是 人 到 仿 上 的 一 个 同 态 , 则 各 虹 做 全 的 
同 过 和 
同 态 的 一 个 重要 例子 ,可 直 取 多 关于 它 的 一 个 不 变 子 至 多 的 
凋 春 @/9 而 得 到 ， 册 定义 ,在 鱼 / 允 里 
(#5) Cy) = (xy)D. 


“a 


所 以 ,如 归 找 们 所 全 的 元 素 * 映照 到 它 的 陪 集 雹 里 , 妈 得 G 到 
色 / 多 上 的 一 个 同 态 因此, 各 的 任 一 个 商 涯 是 和 的 一 个 同 态 象 。 

履 搞 指出 ,上 而 的 定义 没有 要 求 了 是 到 人 @ 上 的 映照， 如 果子 
在 1 一 1 的 , 则 叫 家 人 艇 护 到 @ 内 的 同 构 ， 以 前 我 们 只 就 人 到 @ 上 
的 同 构 及 同 爸 价 米 寺 花 ， 现在 考究 同 态 的 一 些 具体 例子 . 

例 、 《D 兮 = R+ 是 实数 的 加 法 合 , 井 邻 区 ' 一 U 是 针对 人 为 1 的 复数 乘法 
qicfbs 而且 加 ' 的 每 个 元 素 形状 为 “8 , 所 以 日 > ci 是 钨 到 
L 同 构 的 ,并且 袜 奈 上 也 容易 知道 ,这 此 天 不 是 间 爸 的 (村 
是 了 的 第 3 是 )。 2) 全 VV 是 平面 上 向 其 《2% 月 ) 的 芝 , 它 用 熟知 的 合成 (&, B) 
+ (zr,B)=(at a,8B+ PB), 则 (2, 有 站 是 V 到 Ri -的 同 乱 (3) 爸 侣 是 
对 称 蔡 Sn, 并 流露 次 区 E So) 是 偶 的 或 是 奇 的 , 而 把 + 映 妥 到 数 1 或 1 上 .在任 一 
种 情 烧 下 ,我 们 训 它 的 信 为 XT) 则 XCrr 7) = XCF)XCT》 于 是 , T 六 X(T) 是 Sn 到 
数 1, -II 的 滋 法 茜 上 的 同 态 .(4) 考 光 整数 的 加 法 吉 愉 与 任 一 个 尘 斧 . 邻 " 是 念 的 
一 定 元 素 , 则 映 巾 ”~ er， ztK 于 ， 远 合 srt 一 amga， 故 它 是 六 到 人 内 的 一 个 同 着 ， 

接着 我 们 要 导出 同 态 的 一 些 初等 性 质 ， 先 壕 下 面 的 ; 

定理 6， 名 到 光 内 的 一 个 同 态 了 的 像 By 是 色 的 一 个 子 二 

证 因为 (x) 人 yD) 一 (xy)y, 故 By 在 人 里 的 合成 下 封闭 . 
及 因为 (ID)(17) 一 17， 改 17 是 @@ 的 恒 等 元 索 1。 最 后 , 因为 
CD xD 二 159 二 1 可 和 所 《x)= 二 xT 号 属于 伪 y. 

欢 考究 甸 的 元 素 能 使 = 1 的 所 有 元 素 的 集合 员 ; 这 是 
人 的 剧 等 元 素 上 的 道 象 集合 六 (1)， 因 为 17 一 所 以 1E 肌 . 
故 车 办 地 1, 则 了 不 是 工 一 1 的 。 另 一 方面 , 我 们 要 旋 : 如 果 噶 一 
1, 则 ?是 一 个 同 构 ， 这 因为 ,如 果 ojy 一 好， 则 

Ca Bp) = a) ED = (op (Bn) 一 工 。 

故 o 区 二 1, 而 a 二 5b， 次 证 

定理 7， 设 ?是 多 到 人 内 的 一 个 同 态 , 则 @ 的 恒 等 元 素 的 
逆 像 见 一 太 K1) 是 斩 的 一 个 不 变 子 爱 . 

证 ”我们 知道 , TE 兄 如 果 丰 ) 吉 E 只 ,， 则 

(CD 二 (RD Ra) = 11 =1. 
豆 训 hE 轩 。 及 设 在 E 久 ， 则 人 和 一 〈kD) 且 一 1 二 了 而 人 ER 
这 租 明 内 是 一 个 子 价 ， 最 后 , 屋 是 个 蛙 任 意 元 紊 ,而 &E 界 , 则 
Han = Co) (RD aD) = an la = 1 
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故 oaE 见 于 是 ,外 是 不 变 子 区， 
材 四 二 (1) 叫做 同 态 3 的 核 , 


习 是 1 
了 1， 戴 前 面 各 个 例子 决定 同 态 核 . 
2， 求 普 定 理 6 的 下 面 反 ii 六 : 今 镶 是 一 个 椒 , 而 的 ' 是 定义 有 合成 a' 的 任 一 个 集 
四 7 是 信和 到 仿 ' 内 的 任 一 个 映 妥 , 使 《zy] 妖 一 《xz9)(?9)， 草 宗 的 对 于 扩展 
所 定义 的 合成 素 哎 ,成 一 个 茜 。 

3， 求 县 ;至 RI 与 例 1 的 莫 吕 不 司 构 . 

4. 兮 图 呈 快 照 xx- ax 十 5 听 成 的 恋 拆 荣 ,这 里 4 与 五 是 实数 ,而 < 夫 0。， 求 起 : 
把 上 进 的 变换 与 实数 。 联 精 起 来 的 对 局 划 屎 * 上 的 一 个 同 态 、 它 的 骇 是 什么 ? 

5 求 舟 : 如 果 丰 是 一 个 整数 ， 则 喘 赂 ez8 一 e479 是 吕 到 它 自 与 上 的 一 个 同 大 .次 
定居 的 核 、 


16. 关于 父 的 同 态 基本 定理 ”我 们 知道 ，x 一 工 一 x 是 由 硬 
6 到 旋 关 于 不 变 子 节 的 商 至 备 == 6/9 上 的 -- 个 同 态 。 这 样 的 
同 态 叫做 @ 到 务 上 的 自然 同 态 ;此 后 这 作 > * 的 核 ， 亦 序 能 使 
45 三 a9 一 允 的 元 素 4 的 集合 , 尼 然 就 是 答 定 的 不 变 子 至 9 

次 裔 7 了 是 入 到 全 内 的 … 个 同 闵 , 而 P 是 甸 ' 到 @"” 内 的 一 -个 
间 态 ， 由 定义 相知, yp 是 8 到 8” 内 的 一 个 同 态 ， 其 特 款 是 : 如 
果 p 是 瑟 测 务 二 甸 / 上 的 自然 同 态 ,而 是 画 莉 另 -- 个 潮 久 办 
的 - -个 同 态 , 则 积 二 是 @@ 到 @' 内 的 一 个 同 态 ,让 的 核 显然 舍 有 5， 

反 过 来 , 合 ? 是 8 到 另 一 午 @' 内 的 一 个 同 态 ,并 售 习 是 @6 的 
一 个 不 变 子 便 , 字 含 在 核 只 一 1 741) 内 ， 命 4 与 5 是 关于 驴 的 
同 -个 陪 集 里 的 两 个 元 素 , 则 5 = ah, hE 允 , 而 且 

67 = (a (hp) = (a 1' = an, 

这 旋 明 了 49 一 ay 定义 从 各 二 /9 到 @@' 内 的 一 个 单 值 映照 , 我 
们 把 它 放 作 隶 因为 

[Ca®) C6) 15 = (ab®)F = Cab)y 

= (ep (B79) = ((a®)D (CCE)7) ， 

所 以下 是 -- 个 同 态 , 叫做 留 到 @' 内 的 导出 同 态 ， 显 然 ，ay 一 
(Ce9) = ay; 歼 粉 定 的 同 态 尤 计 因子 分 解 为 7 二 vy 

坎 想 《5 下 二 1， 则 ay 一 1, 而 a€ 见 反 过 来 也 选 成立， 
故 知 ,所 的 核 是 如 有 形 的 陪 集 的 全 部 只/9 ， 这 里 有 E 内 由 此 可 
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得 的 一 仿 络 果 是 :了 为 1 一 1 的 必须 而 且 只 贷 史 二 9， 这 就 证 明了 
重要 的 下 述 定理 . 
定理 8， 今 ?是 人 到 人 @ 内 的 一 个 同 态 ， 昔 信 多 是 @ 的 一 个 
也 变 子 基 , 9S 二 矿 '(1)， 央 9 一 a9 是 备 二 5/9 到 @' 内 的 
一 个 同 窟 节 , 彰 且 一 地, 这 里 ?是 @ 到 久 上 的 自然 同 态 。 下 是 
一 个 同 构 , 必须 而 且 只 须 史 一 多. 
令 若 把 上 耐 的 讨 访 用 于 特殊 柑 驶 : 7 8 到 @ .FE 的 一 个 网 
态 . 如果 史 是 核 , 即 知 留 一 @/ 办 到 @' 上 的 导出 映照 了 是 一 个 同 
构 ， 故 @2G6 ， 这 灶 果 与 第 … 段 结果 合并 起 求 ,十 明了 
关于 纱 的 同 态 巷 本 定理 ”人 的 任 一 个 商 王 是 @ 的 一 个 同 态 
像 ， 反 过 求 , 如 果 @@ 是 @6 的 一 个 同 态 像 ， 风 @' 与 印 的 一 个 商 聂 
是 同 构 的 ， 
我 们 用 这 个 定理 再 一 次 地 导出 循环 价 的 一 部 分 理论 。 作 为 这 
个 定理 的 功用 的 说 明 ， 合 外 = [a] 是 循环 做 ,4 为 年 蕊 元素 , 则 可 
见 w 一 a 是 I+ 到 甸 上 的 一 个 同人 态 ， 于 是 ,8 衬 I4/9, 这 里 多 作 
为 核 ,是 [+ 的 一 个 子 硬 ， 至 此 , 我 们 使 用 I+ 的 子 于 决定 法 , 即 得 
钨 一 0, 或 多 = [z] ,这 里 加 > 0， 如 果 允 二 0, 映照 #2 一 a 是 
一 个 同 构 , 而 有 8 衬 {;， 和 否则 ,8 袜 I4/1m] 是 一 个 wm 阶 攻 由 此 
可 昂 , 同 阶 的 任意 两 个 德 环 春 都 十 同 构 的 ， 
习 是 18 
I 来 其 Ry/[27] 之 U, 这 里 R4 及 如 的 意义 与 515 的 例 1 辣 ,而 [2x] 是 由 2% 
生成 的 循环 这 
工 令 [x] 是 * 阶 循环 坟 , 1y] 是 阶 循环 泽 。 今 ?去 [r] 刹 [y] 内 的 -一 个 国 态 ， 
使 = 的。 求 杠 : 这 个 映 赂 存在 ,必须 面 且 只 须 区 是 z 的 能 < 焉 瑟 一 mp 求 腻 : 
习 景 一 个 司 构 必 仁 而 且 具 须 (ro 一 
17. 自 同 态 , 自 同 构 , 看 的 心 -一个 便 区 七 自身 内 的 同 态 叶 做 
一 个 本 到 它 自 身上 的 同 构 叶 做 自 向 构 . 让 向 态 的 要 是 一 
， 放 一 个 芋 @6 的 自 油 术 的 焦 合 E 是 集合 @ 里 单 值 映 扫 
所 艳 中 于 的 一 个 子 中 者 .显然 , 恒 等 变 换 是 一 个 自 同 态 ;, 故 守 莉 @E 
命 有 一 个 恒 等 元 比 ， 
令 考 名 午 入 的 自 辐 构 的 集合 % 则 % 下 由 外 的 单位 元 素 租 
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成 的 .这 因为 ,如果 &% 是 区 里 -- 个 单位 元 素 ,， 则 om 存在 ; 故 4 是 
筷 到 证 自 身上 的 1 一 ! 尼 换 。 反 过 来 , 如 果 & 是 -一 个 襄 同 构 , 则 它 
的 道 元 素 a 也 是 一 个 自 同 # 因为 
Cey)o = (xoTle) (yer!e) oT 
= (((xaT) ya )) oa! = (ra (ya™). 
所 以 ,wx 在 区 果 有 一 .个 赣 元 勾 。 这 由 证 有 明了, 9 是 人 6 里 一 个 变换 
春 ; 我 们 中 它 做 B 的 自 辐 构 达 . 


发 “是 一 个 固定 元 素 , 基 映 照 


{15) Cex a Iga 
点 便 的 一 个 自 同 构 。 这 因为 
ai(xzy)a =: (a wa) (alya), 
而 及 C: 是 甸 到 它 自 身上 的 /一 1 变换 的 穆 故 。 后 考 是 容易 葡 验 
的 ,事实 上 ,如 果 我 们 注音 到 
(16) Ca = qr! = wrlar, 


下 1 一 1 尾 就 明显 了 ;这 里 , a, 与 4; 分 别家 示 由 4 决定 的 右 汇 与 左 
末 变 换 ， 白 同 构 Ce 时 做 由 元 素 “ 次 定 的 内 自 同 构 . 

分 灯 证 朋 : 内 自 同 构 的 集合 3 成 自 同 构 合 时 的 一 个 不 变 子 属 ， 
会 C6 与 C6 是 内 自 同 构 , 则 

x#CaCa 一 arlar tad = (man) (araz) = x Cams 

故 
(17) Coo = Ca Co,. 
这 个 方程 指出 :对 应 as 一 Cs 是 瑟 浏 星 的 自 间 移 荀 的 一 个 同 态 ， 改 
《由 定理 6) 知 , 集 集 合 3 是 站 的- 个子 看 ， 仿 他 «是 任 一 个 白 癌 
构 ,并 考究 积 or'Ceaw。 因 为 

xa Con = (ore 一 (oilaxz(aa 

= (a0) x (an) = xCons 

帮 
(18) omiCua = Cu 
大肉 白 辐 爸 . 这 征 朋 了 S 的 不 变性 、 商 剧 3/3 时 做 知 @ 的 外 在 


同 构 滩 ， 
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再 就 @ 到 S 上 的 同 在 a 一 C。 来 说, 这 映 服 的 被 起 元 业 。 的 
集合 , 它 使 C. 一 1， 收 。 必须 而 具 只 颂 对 于 所 有 *， eite 一 x 
或 等 价 于 
(19) cx 一 xc- 

GE 叫做 源 @6 的 心 ， 由 定理 ? 或 直接 地 知道 : 5 是 一 个 不 变 子 吾 ， 
又 由 同 态 ,3 尘 8/E， 皖 全 这些 辕 果 ,得 下 于 定理: 

定理 9， 内 自 同 构 的 集合 3 是 自 同 构 汪 的 一 个 不 变 子 基 ,站 

且 3 衬 @/E, 这 里 是 其 的 心 . 


习 村 19 
1 映照 a 了 Ya- 是 一 个 让 同 构 , 必 须 而 且 只 须 入 是 交换 过 
2 是 一 个 整数 ,而 入 是 交 扩 对 , 则 一 咏 是 一 个 自 辐 态 - 
3， 站: 个 自 坏 草 的 白 同 构筑 
4 
5 


- 顽 定 对 称 举 54 的 自 同 爸 苔 。 
和 由 站 同 物 虱 及 科 变 换代 生成 的 变换 营 名。 叫做 型 念 的 全 形 杷 。 求 用 : 
(DD 号 包含 所 有 左 乘 灾 扩 。 
( 轨 ) 与 的 任 一 个 元 素 必 能 而 有 只 能 有 一 个 方法 写 做 一 个 自 同 构 a 与 一 个 
小 灾 棉 or 藤 积 ar- 
(3) 如果 名 是 有 有 限 茜 , 则 只 的 阶 是 @ 的 阶 与 引 的 险 的 税 。 


18. 共 瑟 类 ”如果 甸 的 元 张 * 与 》 对 于 由 变换 惟 3 决定 的 同 
余 关 孙 成 等 价 , 亦 即 名 里 存在 一 个 ,使 呈 *a = y, 我 们 说 ,这 两 
个 元 过 成 共 硬 ， 由 本 S 决 定 的 各 个 传递 集合 时 做 和 6 的 共 示 类， 
由 元 素 “ 决定 的 共 齐 类 仅 含 一 个 元 素 必须 而 且 只 须 < 是 属于 草 的 
心 ， 

邻 来 决定 对 称 便 s 的 共 琵 类 ,借以 发 明 这 些 观念 ， 首先 我 们 
知道 ,如 果 w 是 蔷 换 

1 2 
(i 2 


而 是 任意 访 换 , 旧 Biop 把 18 映照 到 lz8, 故 Ba8 可 由 记号 


(i a6 7) 


表 出 ， 所 以 ,如果 
0) 名 
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划 

GD) BiaB = (BiB 1B) ++" (PBIB -1B). 

我 们 可 假定 >。 > .… 之 w, 而且 所 有 数 入 都 出 班子 〈20) 里 。 
于 是 ,> 十 = 十 … 十 zx 一 所 这 个 方式 ,我 们 可 把 适合 

C22) 7 

的 正光 数 ;,s，.…… ,x 的 集合 与 «联结 起 来 ， 方 程 (21) 指出 ,a 
与 在 8 果 共 二 必 贷 而 县 只 贫 与 这 两 个 置换 巡 带 的 集合 +，s， 


… ,# 忆 相同 ， 一 租 适 合 (22) 的 整数 时 做 寺前 一 个 划分 。 于 是， 
Se 里 的 共 屯 类 与 ”的 划分 关 有 一 个 1 一 1 对 应 ， 共 更 类 的 个 数 与 


7 的 不 同 划 分 的 个 数 p(n) 租 同 . 画 数 p(n) 是 一 个 重 变 的 算术 画 
数 , 宅 的 前 几 个 数值 是 
p(2) 一 2，p(3) =3, pl4) =5, pl5) =7, pt6) = 11, 
由 (21) 还 易 知 : 如 果 r+ 之 1 而 w 之 2, 则 可 取 月 使 Ba8 亲 
oa， 故 著 & 尖 1, 则 有 - -个 月 存 在 ,使 Bx 尖 aB， 这 证明 了 Sa (n> 
2) 的 心 是 恒 等 元 素 . 


习 是 2 
1. 冰 诈 :如果 镶 是 一 个 有 限 填 换 苹 , 划 由 灸 决定 的 任 一 个 传递 集合 里 的 元 素 个 数 

是 莹 的 阶 数 的 一 个 因子 

《提示 : 如果 六 是 集 会 5 三 {1, 2,…, 9g] 时 任 一 个 数 肯 , 则 仿 里 使 了 不 变 的 变换 

个 子 一 入。 证明: 含有 i 的 传递 集合 里 的 元 未 可 与 办 的 左 陪 集成 1 一 1 

:传递 集合 里 元 素 的 个 数 是 允 在 僧 里 的 指数 .) 

EE 一 -个 有 限 振 名 的 任 ~ 个 共 直 类 里 ,元 烷 的 个 数 苹 向 的 阶 数 的 一 个 因 


3， 求 让 : 阶 数 是 素数 知 的 司 的 心 所 舍 元 演 多 于 1 个 。 
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环 . 整 区 及 域 


本 章 开 始 讨论 代数 系 的 第 二 种 重要 类 型 , 呀 做 环 .我 们 即将 知 

道 , 环 是 带 有 适当 限制 的 两 部 二 元 合成 的 集合 ， 环 花 与 天 论 不 同 . 
论 只 有 一 个 根源 , 印 研究 关于 积 人 台 成 的 1 一 1 变换 的 集合 ; 耐 环 

论 基 从 车 于 专门 忆 合 出 来 。 因 此 会 多 少 地 明 出 不 能 象 看 论 的 
连 莫 ， 本 章 介 半 束 区 、 城 . 理 想 、 莽 环 、 同 构 、 辐 态 及 反 局 构 等 
蕉 本 概念 、 我 们 还 介 : 的 特殊 环 的 例子 , 象 阵 环 太 四 维 
数 环 ， 最 后 ， 我 们 就 环 苦 上 让 明 与 生花 里 凯 莱 定理 相 类 似 的 定 
理 . 

工 .定义 及 例 

定义 1 环 是 出- ' 个 集合 时 及 9 里 叫做 加 法 与 浅 法 的 两 全 
二 元 合成 租 颖 而 碟 , 使 

1，% 带 次 加 法 (十 ) 是 一 个 交换 价 。 

2.， 所 带 着 且 法 (，) 蚌 一 个 华 价 。 

3. 分 配 律 

也 ab+e)=abtac, G+oa=e6atea 
成 立 . 

故 在 假设 1 及 2 下 ,含有 a 十 5 及 ap&3, 且 活 合 下 面 各 个 条 
件 ; 

有 《ee 十 人 十 < 一 zz 十 人 2 十 c). 

Az. 4 二 名 二 汉 十 a 

A3. 有 一 个 元 素 0 存在 ,使 < 十 0 一 “一 0 十 a. 

Al。 对 于 每 个 a， 存 在 一 个 人 久 元 素 一 a, 使 s 十 (一) 二 0 


一 一 4 十 a。 
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ML (ab)e = alBe) 
代数 采 所 ,十 是 做 环 的 加 法 


2 


合 内 及 
Cm Fn Fm + HF) Cm + 2 ) 十 Cm + mT, 


《5) 如 4 十 BY 形 的 实数 的 集合 了 
及 深 法 . 《6) 复数 的 集合 C， 用 通常 的 加 法 及 丧 法 .〔7) 如 严 士 mW 
集合 开 W IT], 这 里 彤 与 是 乾 数 ,用 通常 加 法 及 深 法 ， 这 例子 与 (4) 相似 ，(5) 在 区 
间 [0, 1] 上 实 值 速 灰 画 数 的 集合 开 , 这 里 
(f+ gx) = Fr) + gb), (a)(x) = Hr)atx). 
(9) 由 两 个 元 束 3, 1 租 成 取 集 合 ,其 加 法 表 及 漆 法 表 是 
+ 


|? 1 | 1 
1 ojo 0o 
0 ilo 1 

习题 21 


1. 今 4 吕 ( 一 ooo) 上 所 有 实 秆 丙 数 的 集合 . 求证 : 4 对 于 通常 加 法 是 一 个 全， 
而 对 于 二 g(x) = fC8(*)) 是 ~ 个 竺 从。，.t 关于 这 两 个 合成 是 次 成 fF 呢 ? 
2、， 求 臣 : 如 果 在 三 个 元 开 0, 1, 2 的 集合 里 定义 加 法 及 箭 法 如 下 黄 


+ 
| 1 2 

ojo 1 2 

1i1 9 1 1 2 
2|2 1 2|l0 2 


则 它 成 一 个 环 。 
环 的 苦于 初等 性 质 都 由 了 蒜 关 于 加 法 是 一 个 硬币 关 于 乘法 是 一 
个 守重 的 理 实 引出 ， 例 如, 我们 有 
一 4 十 具 一 一 一 一 和 十 《一 习 。 
双 涛 对 于 整数 二 如 前 定义 aa, 则 关于 悦 数 法 旭 
nl4 6) = na + 5, 


49， 


mt a= mat nae, 
am)a = nC(ma) 
把 立 。 再 则 拓 广 的 畏 会 律 对 于 加 法 及 缕 法 都 矶 立 , 而 拓 广 的 交换 
律 对 于 加 法 成 立 ， 由 分 配 律 还 可 得 出 若干 其 他 千 果 . 首先 , 就 加 
及 # 使 用 归 炳 法 ,得 轩 丘 广 
at at rt an (bt ht + 5) 
= a mb tt oda + 6 + Gb 
et abn tanbi 二 1 bs 


和 9 


全 人-, 问 
其 次 ,对 于 所 有 a 有 
an0 一 0 一 0c， 
这 内 为 0 = a(0 十 0) = a0 二 a0, 以 一 a0 加 于 两 端 得 a0 一 0， 
仿 此 得 0z = 0。 由 方程 
0=05= (at (—0))5 = a6t (~a)s, 
得 
《一 ao 一 —ab. 
同 理 得 a( 一 2) 一 一 25、 故 
(“DD FA = — (~) = 46. 


习 题 22 

1 求证: a( 一 一 中 一 ae- 

2， 求 巧 :对 于 任 一 个 整数 #2, (ab) 一 (na)5 一 a(n2). 

3. 今 罗 是 一 个 代数 采 ,适合 环 的 所 有 条 件 , 只 招 加 法 的 交换 性 除外 .如果 9[ 含有 
一 个 元 素 c， 它 可 以 左 相 滑 , 浆 即 如 果 ca 一 必 ， 则 a 一 5, 求 鞍 : 则 是 一 个 环 . 

琶 < 与 2 可 交换 ， 亦 序 ee = 54, 出 x 的 圳 可 与 5 前往 交 换 . 

我 们 由 归 生 法 可 证 重要 的 二 项 定理 : 
(DD) at"=a + (Tat (aTb t+ +h", 


这 里 (”) 是 一 个 台 数 ,由 公式 


50. 


ny #1! 
人 > (7)= illn Ci! 
决定 、 这 因为 , w 二 1 时 , 《1) 显然 成 立 。 今 假定 
了 入 
一 tbr 
G) Gt =T() 


在 使 用 01 = 1 的 规定 下 , (3) 就 与 (1) 在 = 一” 时 的 结果 -- 致 . 
今 以 十 5 乘 (3) 的 两 端 ,得 
jp ry 
(ea 十 可 = (1) +E (i) 1 


如 果 万 冯 0,+ 十 1, 草 这 方程 右 端的 项 atpm*+! 的 系数 是 


7 Ne 1 1 
(D+ De Gr 
= f(r 一 +1) 十 rik 


Rllr 一 天 十 11 
= C+D ff+1l 
Cr 一 +! ( 不 ) 


故 知 《1) 在 一 * 十 1 时 也 成 立 , 而 证 明 完 成 . 

2. 环 的 类 型 ”如果 我 们 葵 乘 法 个 区 添上 条 件 ， 则 得 不 同类 型 
的 环 ， 譬如 , 如果 环 对 的 东 法 全 至 是 可 交换 的 , %L 就 针 做 交换 环 ， 
如 果 环 % 的 乘法 全 本 里 合 有 恒 等 元 素 ， 对 就 叶 做 带 恒 等 苑 条 水， 
如 果 这 样 一 个 元 素 存 在 , 出 必 是 唯一 的 。 上 而 所 举 各 例 郡 是 可 灾 
换 音 带 恒 等 元 素 的 。 不 带 恒 等 元 素 的 环 的 一 个 例子 是 偶 整 数 的 第 
合 ， 非 交换 环 的 例子 将 于 $$4,5 里 扬 由 。 如 果 恒 等 元 素 1 = 0， 
天 人 竹 一 个 4 二 ai 二 a0 二 0, 故 寻 只 合 有 一 个 元 素 。 换 旬 话 谤 ,如 
果 和 时 夫 0, 央 4 关 0。 

如 果 一 个 环 里 非 震 元 来 的 集合 3 决定 乘法 守 合 的 一 个 子 补 
四 . 这 只 基 说 ,如 果 外 里 a 关 0,5 关 0, 则 a6 才 0， 这 样 环 叫做 整 
区 。 上 面 例子 中 , 除 (8) 外 , 都 属于 这 种 类 型 ， 另 一 方面 ,我 们 可 
从 《8) 里 取 两 个 元 素 


31 


妈 F 尖 DC 
炉 画 数 的 环 
识 4 是 环 中 的- 个 元 素 ， 如 果 存 在 一 个 如 尖 0:, 使 ap 二 0 
Ca = 09)， 则 < 呀 做 畦 的 左 ( 右 ) 零 因子 ， 如 果 [ 时 元素 不 只 - - 
个 : 则 元 素 0 显然 是 左 及 右 哟 因子 ， 如 果 a 天 0 是 左 雾 因 子 ,而 对 
于 5 天 4 和 a5 二 0, 则 5 是 一 个 非 器 的 有 有 卉 内 子 ， 政 由 定义 显然 
知道 : 环 是 一 个 怠 区 必须 而 且 内 须 它 不 含有 非 臂 的 恬 因 子 。 

还 应 指 册 ， 环 是 . -个 整 区 必须 府 旦 只 须 乘 法 的 狭义 相 消 酚 成 
立 . 狭义 根 ; 裔 :如 办 4a 关 0, 而 a6 二 ac, 可 推 得 b= 二。c; 又 
4 天 0, 而 ba 二 ca, 可 推 得 6 二 ce， 因此 ,假设 所 是 一 个 整 区 ,天 
会 s,5,c 是 z 大 0 而 部 使 a6 二 ac 的 元 素 , 风 al5 一 c) 一 
是 ,5 一 c 二 0, 而 5 二 ce， 仿 中 可 芍 寿 柜 消 律 也 成 立 ， 反 过 来 ， 
分 拉 是 左 相 消 刍 能 成立 的 任 一 个 环 . 合 a6 二 0,4 冯 0; 则 sb 二 a0， 
鼓 5 一 0. 于 是 ,是 一 个 整 区 . 

如 果 一 个 环 不 只 命 一 个 元 素 , 且 非 走 元 来 的 集合 ‰ 成 乘法 
守 检 的 子 本 ,这 样 的 环 叶 侯 除 环 ( 拟 域 ,于 域 ,s_ 域 )?，、 夏 若 扫 是 一 
个 除 环 ， 则 9i* 含有 一 个 优等 元 岩 1， 因 19 = 0 = 01, 故 1 也 是 
整个 环 的 恒 等 元 素 . 于 基 , 除 环 含 有 一 个 恢 等 元 素 . 到 若 = 夫 0， 
期 所 里 存在 一 个 元 素 o， 使 zx 呈 一 1 一 cz。 例 (2), (3), (5)， 
《6) 及 (9) 都 是 除 环 , 而 且 乘 法 是 可 交换 的 ， 挫 有 这 样 性 质 的 除 
环 呈 做 域 、 我 们 子 $5 中 输出 非 交换 除 环 的 例子 。 

切除 处 也 评 作 体 -一 漳 首 注 。 
,52 ， 


由 定义 显然 可 知 , 任 一 个 除 环 是 一 个 束 区 .在 另 一 方面 , 因 整 

和 定理 不 成 立 。 设 在 除 环 
里 ,a 天 0, 则 方程 ax 二 6 在 如 里 有 一 个 解 * 一 o 22. 由 狭义 相 

i 这 是 方程 的 唯一 解 . 同 理 , ye 一 上 必 有 而 且 只 有 一 个 解 ， 
即 ? = ba . 

今 人 外 是 带 层 竺 元素 1 天 0 的 任 一 个 环 ， 由 和 件 枯 的 讨论 知 ， 
% 的 乘法 个 相 中 单位 元 素 的 全 部 4 是 这 个 牢 春 的 一 个 子 硬 . 这 就 
旦 柄 , 革 位 元 素 的 积 是 一 个 单位 元 索 , 1 是 一 个 单位 元 素 , 而 单位 元 
来 的 首 元 素 是 -- 个 单位 元 素 。 我 们 把 蕊 对 做 环 % 的 单 
例如 ,了 工 的 单位 元 素 柔 由 数 1 与 一 + 家 成 .我 们 易 知 ， A 
除 环 必须 而 且 只 须 : (1) % 含有 一 个 恒 等 元 素 天 0, 及 (2) 3[ 的 单 
位 元 素 季 站 非 需 元 索 的 物 合 SF 


个 


习题 23 
1, 求 对 : 如 果 “ 是 带 午 等 元 来 环 虹 一 个 单位 元 喧 ， 则 一 e 也 是 单位 元 素 . 嘎 明 - 


竹 : 习 是 21 的 弟 2 是 由 所 办 的 代数 末 是 一 个 城 ， 
其: 任 一 个 有 限 束 区 二 一 个 除 环 . 
， 或 牙 : 如 果 一 个 束 区 中 有 一 个 园 势 元 索 。 寺 0 (9 一 沪 ， 则 是 %[ 的 恒 等 元 


5， 如 果 环 里 一 个 元 素 * 适合 zr 一 0， 这 元 党 叫做 无 势 元 索 ?， 求 昔 : 整 区 的 唯一 
无 势 元 索 是 z 一 
56， 如 果 一 -| 个 环 只 有 左 恒 等 元 并 Tb 求 省: 0 是 ( 双 倒 ) 恒 竺 元素。 
7， 今 4 是 带 恒 等 元 素 环 的 一 个 元 索 , 论 一 个 右 道 元 索 . 求 臣 : 下 面 关 下 的 各 
个 条 件 部 是 系 价 的 : 
《1 拥有 不 内 一 个 的 有 族 元 素 ， 
(2) 4 不 是 一 个 单位 元 素 ， 
{3) 4 基 一 个 左 老 因子 。 
3。 卡 浦 兰 斯 基 (Kaplansky) 定理 : 如 果 带 恒 等 元 素 环 的 一 个 元 素 拥有 不 只 一 个 
右 逆 元 素 , 则 它 有 元 数 个 右 道 苑 索 , 


*3. 拟 正 则 性 , 辕 合 成 ”我 们 将 要 看 到 ， 带 恒 等 元 来 环 的 单位 
会 给 山 界 的 有 趣 例 子 ， 这 里 值得 注意 的 是 , 在 对 于 不 拥有 
慑 等 元 素 的 任意 环 里 也 有 类 似 于 单位 元 素 沧 的 概念 ， 要 得 出 这 个 


DD 无 势 元 索 也 莉 作 宅 革 元 素 ， 一 一 著者 注 。 
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类 似 交 念 , 先 假定 人 拥有 一 个 左 等 元 素 ， 如 果 4 是 % 的 一 个 元 素 ， 
它 有 种 逆 元 来 5, 我 们 分 4 二 1 一 z,6 二 1 一 w, 得 
1=a= (=1—s— wt rw, 
所 以 美 于 z 及 w 的 条 件 是 
zw zw = 0, 
由 于 这 个 条 件 不 合 有 恒 等 元素 , 故 可 应 用 于 任意 环 ， 因 此 ,如 果 对 
里 对 于 元 素 z 有 一 个 元 素 如 存在 ,使 > 十 mm 一 zi 一 0(z 十 吧 一 


元 素 . 
“要 更 好 地 了 解 改正 则 性 的 概念, 可 作 如 下 考 完 . 合 L 是 一 个 
任意 环 ， 在 外 里 以 公式 
asb=atb—as 
来 定义 二 元 合成 , 叶 它 做 外 扭 玫 合成， 我 们 可 直接 验 县 它 是 可 征 
合 的 ， 改 al。 是 一 个 牢 敬 ， 显 然 ao0 一 4 一 0 故 0 在 1。 里 
有 上 性 等 元 素 的 作用 ， 至 此 显然 知 ,成 拟 正 则 (一 左 及 右 拟 正则 ) 元 
来 的 集合 名 就 是 如 ,。 的 单位 元 素 的 集合 ， 故 名 ,。 是 一 个 春 . 
任意 环 里 的 恒 吕 ,与 带 震 等 元 来 环 的 羊 位 元 来 礁 类 似 . 事实 
上 ,如 果 外 有 -- 个 恒 等 元 来, 则 妇 与 名 成 同 构 ， 这 因为 , 映 腿 一 
1 一 2 易 知 是 匀 到 灿 上 的 一 个 同 构 ， 
习 是 24 
机 如 果 。 是 同 势 元 弄 , 求证 : eee 一 “、 于 是 , 求 昔 : 如 果 “ 是 右 执 正则 讽 素 ,， 则 
e=0. 
2 冰 基 : 任 一 个 无 势 元 素 属 半 公 . 
3， 求 放 兰 斯 基 关 于 一 个 除 环 的 特性 的 定理 : 一 个 环 的 元 素 , 除 一 个 元 素 是 例 
外 ,其 余 郝 有 一 个 右 拟 六 元 窗 .。 
4. 障 环 ” 合 质 是 一 个 任意 环 , 今 来 定义 元 素 在 质 星 的 # X 


障 环 先 。 和 Ns 的 元 素 是 ”行列 的 阵 


a Gl ln 

Ga lm dan 
{4) (0) = > 

Ga mr aan 
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字 前 元 素 (也 叫做 系 激 或 坐标 ) i 居于 基 环 旬 ， (2) 的 第 i 行 与 
第 ; 列 相交 处 的 元 素 or 时 做 (2) 的 (i, 让 元 素 。 两 个 详 (2) 与 
(5) 作为 相等 ,必须 而 内 只 须 对 于 所 有 j 都 有 al 一 1; 而 集合 
%i。 是 元 素 属于 对 的 体 的 全 部 


堕 的 加 法 由 公式 
1 412 im Bn Bl Bln 
Ga da an 十 Ba Pa Bon 
Gn] na nn En Bn Brn 


人 十 而 daz ba ~ dis Bln 

ay +t Ba ant bn «** a + bas 

col Ba dm bn ans + Bon 
来 定义 。 赦 求 孟 前 和 邵 是 把 在 相同 位 项 的 元 素 a1; 与 b:; 相 加 ， 我 
们 容易 验证 : 各 ; 及 这 样 加 法 合成 租 成 一 个 交换 看 ， 霉 阵 是 及 有 元 
素 都 等 于 0 的 障 , 而 (a) 的 负 短 是 以 一 ar 作为 (i, 站 元 素 的 阵 ， 
亦 即 在 第 * 行 与 第 i 列 的 交点 处 的 元 素 为 一 st;。 隘 的 乘法 定义 


A 02 qin 5 bln’ 
Ba Gn dm bn br‘? bm 


Ean anz 2 Gann Bn Br Bnn 


Daubn Danbt ~ Dantbkts 
Danibty Dambi ** Dambks | 
Darbe! Pastbkz “°° Partbkn 
故 积 (p) 二 《a) (6) 的 (六 元素 为 

Pij = aabii + aizby 十 十 wp 
例如 ,元素 取 在 整数 环 了 7 上 , 则 在 降 环 六 里 有 


5 


3 4 一 7 一 25 8 
5 1|= 3 11 —114* 
1—621 (12 43 9 


， 这 因为 , 由 乘法 法 姑 指 出 , 积 (2)[(8) 
(0)] 前 全: 力 元 索 芷 己 catCpkrcb， 而 [al(6] (ec) 移 (i, 门 元 


来 生 七 ezkitD)ci 由 丁 滁 法 在 筑 星 泛 合 畏 合 律 , 故 这 两 个 元 峙 
相等 。 于 是 ， 


OTB (Ce)] = [C0) C81 Ce), 

分 配 律 也 是 成 立 的 . 这 因为 (a)[(8) 十 《c)] 的 (i, 门 元 来 是 
Eaitlbtst er), 而 《a)《5) 十 (oD)(e) 的 (i, 让 元康 是 至 “east 十 
Dainctn 田 于 筑 里 元 素 活 合 分 配 律 , 故 这 两 个 元 素 相等 同 理 可 
证 另 -一 个 分 瑟 律 ， 

故 只, 是 一 个 环 .必须 指出 , 员 朗 使 是 交 换 环 ,在 2 > 1 时, 角 。 
不 一 定 可 交换 ( 湖 看 习 明 25 的 第 3 题 )、 如 时 n > 1，%i。 还 含有 
到 0 的 路 因子 。 

习 题 25 


1 -2 3 3 -5 6 
[> 1 3 7 2 1|. 
to 1 -ill-1 1 2 


2 用例 来 琢 刘 1 为 非 突 换 的 , 且 含 有 竺 0 的 堆 因 子 . 
3。 刀 办 外 子 0, 而 # > 1， 求 证 ; Rn 有 闲 0 的 等 因子 。 如果 叶 各 有 元 素 #5， 
第 a6 寺 0,2 > 1, 求 胜 : Rs 为 非 交 换 的 。 


如 果实 有 一 个 恒 等 元 素 1, 显然 元 素 
1 0 


{5) 


1 


0 1 
是 环 届 ,里 的 居 等 元 素 。 今 设 办 是 交换 环 , 我 们 来 决定 扫 , 的 单位 
元 来 张 法 莹 。 为 状 这 晶 的 , 钴 用 陈 的 行列 式 . 这 里 假定 散 者 已 具 
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有 任 误 阶 行列 式 花 的 初等 知 藏 ， 在 初等 代数 或 几何 的 教 本 里 , 关 
于 行 烈 式 的 通 稼 处 理 对 于 元 素 在 任 一 个 交换 环 里 的 种 的 行列 式 都 
适用 . 

这 里 先 起 阵 的 行 烈 式 的 定义 . 现 阵 《a) 如 (4) 所 示 , 卓 它 的 
行列 式 der (a) 是 
(6) E+ aa, sn, 
这 里 是 对 于 (1,2,……,#) 的 及 有 置换 人 is,… i;) 求 和 , 而 
符号 十 或 一 则 按 置 换 虽 偶 的 或 是 奇 的 而 定 ，〈4)》 里 元 素 ar; 的 
余 因 子 是 从 (a) 里 划 去 第 # 行 及 第 1 列 后 所 得 的 = 一 1 阶 行列 式 
与 《一 1 全 的 积 ， 我 们 熟知 , 任 一 行 ( 列 ) 上 各 元 素 与 七 的 余 因 子 
的 积 之 和 等 于 det 《a)。 故 苛 以 42 玫 or 的 余 因 于 , 则 
on anAi + uadpa 十 … 十 ainAin 一 det(a， 

ap + qdsi + + anidns = det (a). 
我 们 还 知道 , 任 一 行 ( 麟 ) .上 各 元 过 与 另 一 行 (型 ) 上 对 应 元 素 的 余 
因子 的 积 之 和 等 于 0: 
C8) nAn t anAdnt tandin = 0 i 
Gy 十 math 士 … 十 thwy 一 9， 天 天 

这 些 关 要 引 导 我 们 来 定义 阵 (4) 的 侣 随 阵 sdi(a)，《〈2) 的 伸 
随 隘 是 一 个 障 , 宅 的 i, 7) 元 囊 wi; = 47。 应 用 这 定义 可 见 ,法则 
(7) 及 (8) 与 陆 方 程 

det (a) 0 


dt 
(9) (oadj (0) = C0) . = {adj (4)](a) 


0 detKa) 
等 价 ， 故 若 公 二 det (a) 是 员 里 一 个 单位 元 来 时 , 则 以 5jj 一 ij 人 
为 (i, 站 元 素 的 阵 (5) 适合 
(10) (DB) = 1 = (6) (a), 
这 就 姓 助 了 下 面 定理 的 充分 性 . 
定理 1， 如 果 笠 是 带 鳞 等 元 素 的 一 个 交换 环 . 障 (a) ER, 是 
一 个 单位 元 素 必 须 而 且 只 须 它 的 行列 式 是 入 星 一 个 单位 元 素 。 
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要 证 必要 性 , 引 有 丰 基 本 飞 法 法 册 
(1) det[Ca) (6)] = det Ca)det (5). 
于 是 ,如 果 (《a)(5) = 1, 则 得 det (a)det (3) = 1。 故 det (4) 是 一 
个 单位 元 素 . 

这 定理 的 一 个 可 注意 的 特殊 情形 是 

有 如 果 嘲 一生 是 一 个 域 , 风 卫 《za) ES 是 一 个 单位 元 素 池 
须 而 且 只 须 它 的 行列 式 不 等 于 办。 
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1. 来 阵 
-12 4 
| 2 | 
5 -1 2 
的 伴随 阵 . 
2， 钼 表 降 


1 村 1 
| 0 1 | 
-3 -6 一 8 
是 所 里 一 个 单位 元 素 , 这 里 了 是 整数 环 。 蔡 求 这 个 阵 的 通 降 . 
3， 如果 中 是 带 便 等 元 素 的 交换 环 ， 而 (4) , (5)& Rs, 求证 : (4)(8) 一 工 可 推 得 
Cb) = 1. 
5. 四 锥 数 ” 裔 C 是 复数 域 , 我 们 考究 C: 里 形状 如 
5 一 上 二 1 
a2) | 路 | mt aV-i 四 +aV 一 1 ] 
.ba mtoV -1l ow—oaV—l 
(a 是 实数 ) 
的 阵 的 集合 D， 我 笛 要 十 :加 是 Cz 的 加 法 本 的 一 个 子 拿 , 久 2 对 
于 乘法 封闭 ， 前 者 是 容易 验 覆 的 ， 因 为 


[= “| “ 4] = 2 2 二 | 
一 5 LE 一 下 一 三 zs~—Bd 


收 积 的 形状 为 
[ 个 


这 里 ,xz 二 ac 一 B58，v 二 ad 十 65， 故 它 属于 2 因为 转 合 律 、 
5 


加 法 交换 律 及 分 配 律 都 从 C2 郝 移 到 子 集合 9， 改 9， 十 ,, 于 然 
是 一 个 环 . 因此 , 9 ,十 , ， 按 F 面 的 定义 是 环 C1, 十， 的 子 环 的 
一 -个 例子 . 
定义 2， 发 归 是 环 4 的 -一 个 子 集合 , 旋 对 于 环 的 合成 封闭 ， 
且 8, 十 ，，(g[ 前 合成 所 导出 的 合成 ) 是. -个 环 ， 则 加, 十 ，. 时 
做 由 ,十 ，- 的 一 个 子 环 . 
由 这 里 少 弯 显 见 ,如 果 一 个 子 集合 久 具 有 分, 十 成 一个 便 , 而 
3 对 子 乘法 封 半 时 , 姑 3 决定 一 个 子 天 的 一 个 条 件 也 可 襄 为 : 
(1) 如 果 吕 对 于 十 封闭, 且 在 久 颗 合 有 0 及 每 个 元 率 的 久 元 来, 或 
(2) 如 果 加 对 于 油 法 封 朋 . 
今 证 是 一 个 除 环 、 首 先 我 们 知道 , 如 果 (12) 的 障 关 0, 则 
| ot+aV ll mw 二 mV 二 
det _ 
一 十 mV 一 1 一 aa 一 
故 这 个 障 有 一 个 得 障 ;用 前 节 方 法 得 它 的 道 踢 为 
| 人 一 mV 二 Da- (w+ oy -DA | 
(Gm DAT (十 mV 一 DA 
这 里 和 人 二 史 十 中 十 中 十 咀 故 逆 康 属 于 @、 于 是 , 我 们 证 得 9 
里 任 一 个 元 素 都 有 一 个 游 元 素 , 它 也 属于 8、 故 8 是 一 个 除 环 . 
我 们 中 如 做 ( 汉 米 顿 (Hamilton) 的 ) 四 维 数 环 ,而 9 的 元 素 叶 做 四 
环 9 合 有 如 


on < 


形 的 障 折 构成 的 子 环 R.。 这 种 障 易 知 与 Cz 里 每 个 障 可 交换 ; 因 
此 也 与 每 个 四 礁 数 可 女 析 ， 应 入 指出 , 障 


ee 


0) 


| 二 二 十 中 十 3 拓 0. 


"S59. 


部 是 四 灯 数 ， 我 们 可 验证 
| av mt “| 一 池上 十 星 十 同 十 啤 
一 吧 十 四 V 一 1 内 一 eV 一 [ 
趣 车 史 十 oi 十 oj 十 wk = Bo t+ Bii + Bii + Bk, 则 
| mi+aV-i w+ “| 
a wl ww 一 avV 二 1 
-| Bt BVI ee 
B+ BVTI BBV-I) 
而 有 ow = Bi 及 a = .这 指明 ,四 稚 数 用 形状 my 十 aii 十 tii 十 
a 绽 表册 是 唯一 的 ， 因 为 


(15) (a+B)’'=e+B, (aB)' = op’, 
故 积 

(Cou t+ oi + oof + oR) (Bs + Bii + Bi + BR) 
可 由 质 里 的 加 法 与 乘法 及 由 滋 法 表 
(16) ?= 站 = 一 1 


并 二 一 站 一 人 该 一 一 拯 一 总 一 一 访 一 # 

决定 。 这 表 恰 好 指出 : 8 不 是 可 交换 的 ， 最 后 要 提醒 的 是 ,如 果 以 
2 代 赤 a', 更 一 般 地 以 oo 十 ori 十 oj 十 a% 代 炮 oas 十 oii 十 oij 十 
a 匹 , 则 记 法 就 蚤 单 了 .我 们 在 下 而 习题 中 就 采取 这 样 措施 . 
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1 峙 算 (一 142 一 37+ (2 1+ 37~ 20). 

2 我 们 定义 4 一 qo 十 ta 二 cf 十 ok 的 中 7(o) 一 2ao， 及 岂 ? Ne) 一 
入 二 的 十 级 十 哩 十 堪 . 用 和 4 适合 二 次 方 各 吉 一 TCa)x + N(e) 二 0. 

3 求证: ab) 一 N(a)N(B), 

4 雏 长 有 理 数 , 求 款 : 四 雁 数 qo 十 ou 十 caj 十 sk 的 集合 Qo 是 8 的 一 个 
于 除 环 , 亦 芭 9o 是 一 个 子 环 , 并 且 是 除 环 - 

5。 如 于 的 或 者 部 是 整数 ,或 者 都 县 奇 整 数 的 172, 验 翘 : 四 维 数 ao 十 or 十 sj 
十 aq 的 集合 了 是 四 的 一 个 子 病 ， 了 是否 一 个 除 环 呢 ? 


6. 由 序 素 的 集合 生成 的 子 环 , 心 ” 由 子 环 的 定义 显然 可 知 , 如 


1) 距 也 让 尖 作 模 力 一 漳 腹 注 ， 
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果 一 个 环 的 芳 下 党 集合 都 决定 子 环 , 则 宅 个 的 交 也 有 这 个 性 盾 .用 
更 简单 的 甸子 叙 迹 它 , 我 们 说 ,由 -一 个 环 的 子 环 租 成 的 任 一 -个 集合 
的 交 是 一 个 子 环 ， 如 果 8 是 环 % 的 任 一 个 子 集合 ， 则 含有 3 的 各 
子 环 的 奖 时 做 由 $ 生 成 的 隆 环 ; 员 做 [[S]]。 显然 [5]] 可 由 下 
面 的 4 性 质 划 划 出 来 ; 

(1 [TS]] 是 一 个 子 环 ， 

《2) [fs112s， 

(3) 如 果 罗 是 含有 3 的 任 一 个 子 环 , 旭 轨 [5S]]. 
[[S]] 的 元 素 的 形状 是 容易 写 出 的 , 写 是 元 素 王 士 am …' si; 换 身 
话 认 ,县 8 里 元 素 所 的 有 限 积 ,及 刍 的 这 样 积 之 和 ， 这 因为 , 这 种 
和 的 集合 县 一 个 子 环 ， 显然 , 它 具有 [[Sj] 的 性 质 (2) 及 (3)， 

设 5 是 元 素 的 一 个 集合 , 则 与 每 个 *E3 可 交换 的 元 素 “ 的 全 
部 C(S) 是 一 个 子 环 、 如 果 5 忆 5， 显然 CC5) ES C(53)，、 于 
且 CCC(S))  S， 由 这 两 个 关系 得 出 有 趣 的 

GCCcGCcC))) = CC . 

这 因为 ,在 C(C(S)) 三 3 里 以 CCS) 代 S, 就 得 出 CCC(C(S))) 忆 
CCS). 另 一 方面 、 如 朵 在 这 个 关系 的 两 端 施 以 运算 C， 则 得 
CCCCC(CS))) S CCS). 合 余 这 两 个 精 果 得 CCC(C(CS))) = C(3) . 

就 [[S]] 的 元 素 的 形状 来 说 , 可 知 : 如 果 元 素 “ 与 的 各 元 
素 可 交换 , 划 也 与 [[SI] 的 各 元 素 可 交换. 故 CGS) = CC[[S]]). 

子 环 区 二 COQD 叫做 环 的 心 .如果 所 含有 恒 等 元 素 1， 显 然 ， 
1€E€, 


并 
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a 0 
=] ”. | 
0 Cr 


里 的 or 是 不 同 的 有 理 数 ，R 是 右 理 散 城 ,求证 : 陈 环 Roe 电 的 C(a) 是 对 角 隙 的 集合 ， 
亦 即 是 与 (a) 形状 相同 的 隙 的 集合 ， 
3， 求 可; Ron 的 心 县 禄 星 障 


1. 央 定 站 雁 数 环 的 心 。 
2. 合 
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的 集合 。 

4. 全 3 是 已 里 知 { 。 ) 形状 的 障 的 集合 , 求 CC5)。 

7. 理想 , 差 环 合 革 是 9 的 加 法 塞 的 -- 个 子 生 .因为 加 哇 是 

可 交换 的 , 故 名 是 一 个 不 变 子 窜 ,并 且 
(17) (a+ 8B) + +B) = (ete) + 8, 
这 里 加 法 是 对 于 子 集 合 定义 它们 的 加 法 《就 是 识 , U 十 是 元 素 
xz 十 的 全 部 , nuE 口 , v EV)。 这 样 得 来 陪 集 的 集合 所 三 /加 关 
于 这 个 加 靶 合 成 是 一 个 效 换 登 ， 因 此 ,就 引起 了 下 面 的 问题 :对 于 
时 里 所 有 a, a ,c，e' 要 使 4 三 a' 《mod $3),c 三 c' 《mod 8) 能 推 
内 ac 三 ae (mod 3)， 则 龟 应 适合 什么 条 件 呢 9 说 已 选 定 4 及 
cy 则 4 二 4 十 所 及 co' 二 < 十 加 ,这 里 把 与 加 都 属于 加， 显然 ， 
5 与 如 的 任 一 种 选取 种 答 出 一 个 4 三 4 《mod 8) 及 < 三 
c《mod 6)、 因 由 ,我 们 的 要 求 相 当 于 

《ze 十 (ec +6) = ac taht bc + bb ac (mod B), 
对 于 所 有 #4, <E 和 与 所 有 5， 52€ 吕 痢 成 立 ， 于 是 ， 对 于 所 有 4， 
cE 与 所 有 4b, bs€ 8, 需要 


(18) abit bc + bibi€ YB. 

取 如 == 0, 得 田 :对 于 所 有 a€ 1 与 所 有 6b。E3, 髓 要 
CD) ab EB; 

双 取 页 一 0, 得 出 :对 于 所 有 a&€ 4 与 所 有 5€3, 错 要 
(R) Ba € B. 


民 过 来 ,如 果 (L) 及 (R) 成 立 , 剧 当 押 及 如 属于 名 时 ,abs bic 及 
bb 部 属于 多, 沼 (18) 也 就 成 立 ， 沈 就 导 履 重要 的 定义 : 
定义 3， 发 思 为 环节 前 一 个 了 集合 , 如 果 加 ,十 是 引 的 加 
法 及 的 一 个 子 可 ,有 具 男 具有 革 半 性 (L) 及 (R), 则 区 叶 做 理想 . 
因为 一 个 子 集合 昂 决定 一 个 子 簿 必须 而 且 只 须 每 两 个 元 过 
的 共 也 含 于 这 毕 合 里 ; 故 号 是 一 个 理想 必须 而 且 只 锁 (1)5:， 
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zaE 和 人 可 排 得 二 一 如 6 加; (2) 66 熙 可 推 得 史 及 6 属 汪 和 对 于 
所 有 =E 都 成 立 、 显 然 , 理想 对 寺 琵 法 是 圣 出 的 , 故 一 个 理想 决 
和 害 包 的 一 个 学 环 . 

设 各 是 外 里 一 个 理想 ,上 论 指 出 : 如 果 a 汪 4 (mod $3) 
及 ct 汪 < (mod 名 ), 盎 ac 三 we (mod8); 换 句 新 说 , 陪 集 4a 十 全 
里 任 一 个 元 集 与 障 集 c 十 里 任 一 个 元 素 的 积 是 陪 集 ac 十 当 里 
一 个 元 素 。 故 对 于 陪 集 可 由 公式 
(19) (sat+ B)lec + 8)=act+$ 
定义 一 个 ( 单 亿 ) 乘 法 合成 。 应 该 指出 , 这 种 乘法 与 在 乘法 尘 草 
里 定义 的 御 合 瑟 法 不 一 致 。 己 风 为 我 们 没有 机 会 用 汉 后 者 , 故 
《19) 时 的 记 法 不 致 发 生 什么 混乱 。 至 此 , 我 们 可 肯定 :集合 /3 
与 加 法 (17) 及 乘法 〈19) 租 粮 成 一 个 环 . 这 内 为 ,关于 加 法 的 
各 个 法 则 显然 成 立 , 所 以 只 要 验证 乘法 的 精 合 律 及 分 配 律 郎 够 了 . 
由 于 
[Ca + B)(e 十 时 )] (d+ 8) 一 Cac + BA + B) = (ac)d+B, 
(a+ Bllc + Bd+ B= (et Bcd +B) = od +B 
及 

fat+ Bi + B+ (4+B)] = + B+ad+ 8) 


一 ac 十 办 十 多， 
(a+ Be + B) + (a+ Bd+ 8) = Cac + B) + Cag + 8) 
= (ac + ad) + $, 


还 有 一 个 分 配 律 也 可 用 类 似 的 诈 算 来 完成 ， 就 可 见 乘法 精 合 律 及 
分 本 律 都 是 成 立 的 ，%/ 与 上 面 定义 的 合成 研 决 定 的 环 叫 租 得 关 
于 理想 前 着 ( 商 , 利 全 关 ) 环 

环 的 某 些 初等 性 质 会 转移 到 盖 环 中 去 .和 警 如 ,和 司 和 是 交换 环 ， 
天 名 /名 地 是 交换 环 ,这 可 由 定义 立 昂 . 仿 此 , 设 久 有恒 等 元 素 1， 
则 工 一 1 工 十 多 是 /和 里 的 慑 等 元 素 ， 但 另 -一 方面 ,我 们 在 下 一 - 节 
中 看 到 和 大 - -个 整 区 ,而 兰 环 可 能 不 是 整 区 ， 
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1 好 果 括 是 整数 , 求 新 : me 形 的 元 崇 的 集合 zQ[ 是 一 个 理 德 . 


2. 求 眶 :在任 一 个 环 半 里 ,使 wa = 0 的 元 素 4 的 集合 以 是 -个 理想 . 


8. 关于 束 铬 还 的 理想 及 荆 环 ” 设 普 旦 任 一 个 整数 , 王 的 倍数 
的 集合 (m)? 是 整数 环 了 里 的 一 个 理想 ， 了 因为 ,我 们 知道 ,Cm) 
是 加 法 淖 了 的 一 个 子 恒 , 井 且 m 的 倍数 的 倍数 显然 星 mr 的 伴 数 、 
又 因为 集合 (mx) 是 了 的 唯一 子 ， 所 以 也 是 环 了 里 唯一 的 理想 . 
因为 (mm) 一 《一 za) , 故 只 须 束 轿 二 0 及 m>0 来 讨论 ， 栅 mm 一 
0, 划 (mo) 一 0 于 是 ,To) 一 了 今 假 定 四 > 0, 卓 T/Ciw) 有 全 
个 元 素 
0=0+ Cm), 王 一 1 十 (0 (m—D=m—1+(m, 
而 元 素 工 一 1 二 (m) 是 I/(m) 的 恒 等 元 素 、 

先 说 加 为 合 数 ,分 mm 一 mma, 这 里 mi > 1, 刚 严 不 能 除 尽 mi;， 
而 且 玉 ; 夫 0， 但 元 WW; 一 ww 一 责 二 0, 故 知 IT/(m) 不 是 一 个 整 
区 . 


可 斩 数 (或 染 数 ), 杰 妇 p 不 能 和 写 或 大 于 1 的 
整 牧 的 积 。 此 时 可 钱 : 了 /(p) 是 一 个 域 ， 曾 先 , 7/(p) 有 一 个 恒 等 
元 素 ， 次 分 3 大 0, 姑 «不 能 客 P 除 尽 , 数 车 2 一 (a; 2) , 则 4 大 
p; 因为 是 来 数 , 这样 就 只 有 4 = 1。 炊 有 台 数 b 及 9 存在 , 使 
4b 十 pq 二 1， 于是, 古 二 a2$ 二 TI、 散在 IT/(p) 里 , # 有 逆 元 素 5. 
从 上 面 时 窒 得 出 有 趣 竺 渝 :对 于 任 一 个 染 数 p, 必 有 包含 ? 个 元 党 
的 域 存在 

如 果 弃 去 m 是 过 数 的 假 收 , 面 企图 决定 1/(m) 里 单位 元 案 。 
今 对 表单 位 元 案 的 集合 , 并 令 5< M、 则 有 存在 ,使 证 = IT。 于 
是 , a6 一 1 + mq, 而 ab 一 mg 一 1， 由 此 推 得 (a, m) 一 1. 反 
过 来 ,如 果 (4,m) 二 1, 则 存在 有 24， 使 o8 一 mg 一 1， 改 
二 1、 该 指出 了 : 0，T， 2，……, 加 一 了 里 单位 元 率 是 适合 条 件 
(s,m) 二 1 的 各 陪 集 、 这 就 证 明了 下 面 的 定理 . 


1D 关于 这 个 集合 的 县 的 记 法 是 [m] .一 一 著者 注 。 
7 


定理 2 I/(m) 的 单位 元 素 的 便 M 的 障 数 等 于 比 小 而 与 
m 互 束 ((z, mm) = 1) 的 正 整数 个 数 . 

这 个 数 记 做 gCm)、 这 样 决定 得 的 2 的 图 数 叶 做 欧 拉 中 图 并 
( 搬 不 负数). 

如 果 驴 是 4 阶 有 限 杜 , 旭 对 于 每 个 eE@, ae" 一 1、 应 用 这 辕 
果 于 对 ， 可 见 : 如 果 (s,m) = 1， 则 《299 二 I。 这 个 方程 与 
at 三 1 (mod m) 等 价 ， 故 得 下 面 定理 . 

定理 3.《 欧 拉 - 斐 焉 Euler-Fermat) 定理 ) 训 整 数 “ 与 正 整 
数 吉 互 素 , 剧 

at 1 (mod m). 

彼 m= 二 p， 则 I/(p) 是 Pp 个 元 素 的 域 , 此 时 单位 元 素 的 事 合 
有 一 工 个 元 素 ; 故 得 : 

条. 如果 是 素数 ,而 a 去 0 《mod), 则 a" 三 1(mod p)、 

这 个 千 果 可 用 稍微 不 向 的 形状 述 出 , 部 a? 三 a (mod p)、 因 
为 ,如 果 4 可 牧 乡 除 尽 , 则 这 精 果 是 显然 的 ; 故 旋 对 了 于 所 有 < 成 立 、 
另 一 方面 ， 如 果 a? 三 a (mod p) 而 且 “ 尖 0 (mod p)， 则 二 三 
1Gmod p)，、 故 两 种 裔 靶 是 等 价 的 . 


习 题 3 
1. 如 果 刀 是 含有 9 个 元 崇 的 有 限 除 环 , 求 证 :对 于 每 个 e《 刀 ,oz 一 '“- 


9. 环 的 同 态 
定义 4” 识 3 了 是 环 寻 到 环 凡 内 的 一 个 映照 ,如 果 
(Ce 十 加 如 一 ot 67, Cab)y = (an)(5y), 
划 了 叫做 一 个 同 态 . 

故 环 的 同 态 是 旋 的 加 法 于 的 一 个 同 态 ， 并 且 “保持 "乘法 的 . 
如果 7 是 1 一 1 映照, 到 叶 做 同 构 。 如 果 9 到 % 上 存在 一 个 同 构 ， 
就 通 这 两 个 环 是 疝 构 的 (ai 衬 多)， 与 可 的 情形 相似 , 易 知 : 两 个 
同 态 的 积 是 一 个 同 态 。 双 屋 ?是 % 到 %r 上 一 个 同 构 , 则 着 映照 
了 是 虹 到 所 上 的 一 个 同 构 。 故 在 环 方面 , 同 构 关系 是 一 种 等 价 
闫 对。 一 个 环 到 它 自 身上 的 癌 构 叶 做 自 同 构 ， 这 些 概念 子 下 面 习 
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是 中 得 到 说 明 。 
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tAVE13(_ 人 是 复 黎 战 C 到 忆 内 的 一 个 网罗 . 
一 w+ V1 了 5 一 一 BVI 是 C 轩 一 个 自 辐 物 . 
) > 5 是 对 角 障 环 到 它 的 采 数 环 咒 内 的 一 个 同 态 、 


| 一 
一 一 ca 0 
是 日 到 Rs 内 的 一 个 同 构 。 

环 同 态 的 理论 与 价 同 态 的 理论 是 平行 的 ， 而 且 一 部 分 是 由 后 
者 导 田 ， 今 从 人 氢 述 下 面 的 基本 结果 开始、 

定理 4， 如 果 ? 是 % 到 允 内 的 一 个 同 态 , 划 像 集 合 am 是 红 
的 一 个 子 环 . 

让 ”因为 ?是 % 的 加 法 梧 的 一 个 同 态 , 故 9 是 虹 的 加 法 芥 
的 一 个 子 剧 、 因 为 《ay)027) 一 《ea6)9， 故 Wy 对 于 乘法 封 并 ，、 所 
以 宪 是 一 个 子 环 . 

发 环 % 有 司 等 元 素 1, 人 划 易 知 1' 一 17 是 My 的 恒 竺 元素 .又 表 
#* 是 单位 元 索 , 以 v 为 它 的 道 元 素 , 则 w = uy 是 3 里 一 个 单位 
元 素 ,以 ” = v7 为 定 的 道 元 素 ， 当 然 我 们 会 遇 到 17 一 0 的 情形 ， 
下 时 Wy = 9、 在 特殊 情形 , 如 果 所 是 一 个 除 环 , 则 或 者 Wy = 0， 
或 者 Ny 也 是 一 个 除 环 、 这 因为 , 如 果 [7 天 0, 则 这 个 环 不 只 全 
一 个 元 素 , 而 且 每 个 非 零 元 来 都 是 一 个 单位 元 素 . 

我 们 也 照看 的 情形 ,把 道 象 《0) 叫做 辣 柱 7 的 核 ， 闻 在 7 
是 一 个 同 构 必须 而 县 只 须 宦 的 核 是 0. 

定理 5， 环 肛 的 一 个 同 态 的 核 是 & 里 一 个 理想 . 

是 分 风 = 一 太 K0)，、 我 们 知道 , 儿 是 虹 的 加 法 剧 的 一 个 子 
娩 、 今 分 5 办 ， 井 合 = 是 所 里 任意 元 素 , 则 (26)y 一 〈az](067 
三 (az)0 一 0。 故 epE8， 间 理 , 5 E 罗 , 面 证 明 完 成 . 
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次 全 加 是 环 里 任 一 个 理想 , 工 合 4 表 示 差 环 /如 我 们 知 
道 , 自 然 映 照 ?> 是 3 的 加 靶 短 到 半 的 加 法 合 上 的 一 个 同 态 。 还 有 

aa)p = at B= (0+ B+ B) 一 (ap)(Cam)。 
故 b 是 环 导 双环 名 上 的 一 个 同 态 . 

今 惟 ?是 环 芽 到 环 %[ 内 的 一 个 同 态 , 同 态 核 是 园 合 轨 基 避 
的 .个 理想 爹 于 办 电 , 刚 易 知 ，z 十 加 一 四 定义 玫 一 %/ 允 的 加 
法 把 到 % 的 加 法 香 内 一 个 同 态 区 因为 

[Ca 十 B)(Ca + B)]F = Cam + OB)T 

= (482)7 = (Cap) Ca) = [Ca + B)PI [Cas + B)5], 
均 下 是 一 个 环 赔 态 ， 显 然 , w 二 号 。 我 们 已 知 , 弛 是 1 一 1 的 必须 
而 且 只 须 只 一 见 ， 故 车 取 咎 = 网 ， 划 竺 了 的 一 个 因子 分 解 如 苯 ， 
这 里 是 时 到 时 一 &/ 风 上 的 自然 同 态 , 而 也 是 及 到 允 内 前 导出 
同 构 ， 综 合 这 些 精 果 得 下 面 的 重要 定理 ; 

定理 6。， 令 7 是 环 寻 到 环 如 内 的 一 个 同 态 , 核 为 网; 并 令 号 
是 % 的 一 个 理想 含 于 里 。 其 允 应 3:a 十 轨 一 mg 是 于 一 /3 
烈 % 内 一 个 同 夸 ， 首 且 一 呵 , 这 里 是 虹 到 用 一 3[/ 轨 上 的 自 
然 联 照 ， 导 出 同 态 是 一 个 同 襟 必须 而 且 只 须 写 二 见 

让 叶 二 My, 而 加 二 见 , 期 是 责 到 WW .上 的 一 个 阅 构 ， 这 精 
果 与 上 面 糙 果 合 父 , 得 : 

环 的 同 访 的 基本 定理 ”3 关于 任 一 个 理想 罗 的 差 环 A/8, 是 
所 的 一 个 同 态 像 ， 反 过 来 ,3L 的 任 一 个 同 态 像 必 与 一 个 差 环 同 法 
的 ， 素 实 上 ,与 外 关于 同 态 术 的 差 环 是 同 构 的 ， 

如 果 环 对 里 唯一 的 理想 只 是 %f 及 0 (这 些 当然 是 任 一 个 环 的 
理想 ) ,这 环 呀 做 单 稻 环 . 设 % 是 单纯 环 , 则 由 基本 定理 易 知 : 六 的 
同 态 象 或 者 是 0, 或 者 与 站 是 同 构 的 . 

次 规 环 % 有司 等 元 素 。， 且 是 由 。 生成 的 。 我 们 邻 来 决定 站 
的 结构 , 作为 上 面 业 果 的 另 一 应 用 ， 试 考究 整数 环 了 及 I 到 马 内 
的 腾 照 = 一 *e， 因 为 

(n+ m)e 一 ze 十 ze 


(am)e = (am)e = (ac)CGme)， 
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故 这 对 应 是 一 个 同 态 . 象 化 合 ze 是 并 的 一 个 子 环 ,含有 le 一 e, 故 
1e 二 和 ,着 且 虹 是 了 的 一 个 同 态 象 ， 于 是 , 贸 衬 TI/(m), 这 里 入 
之 0， 因 此 ,或 者 也 是 无 限 的 ,而 与 整数 坏 是 同 构 的 ,或 者 % 只 有 
有 限 攻 个 元 素 ,而 与 有 限 环 T/Cm) 是 同 构 的 . 
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1 倒 加 二 rs 了 I 验证 : (7)jCm) 是 1/(m) 里 一 个 理想 ,并 年: 
[HCO mY SN). 


2 喜 在 形 如 (s <) 2) 的 障 所 构成 的 1 的 子 环 里 ,决定 理想 ;并 由 此 闫 定局 态 象 。 

如 果 a 闻 是 入 到 阴 夫 的 一 个 同 态 ,求证 :C07) 站 (3) 是 Ra 到 咒 。 内 的 一 
个 同 态 . 

4. 邻 习 是 环 2[ 到 它 自身 内 的 一 个 同 态 ,验证 : 被 了 所 因 定 , 亦 妈 使 9 二 4 的 3 里 
元 素 成 -- 个 子 环 。 如 果 寻 是 一 个 除 环 ,并且 煞 轨 大 09, 则 固定 元 素 的 集合 构成 一 个 子 
除 环 - 

5。 求 且 : 了 色 它 自身 内 仅 有 的 局 态 是 钙 等 映照 及 把 每 个 元 柴 英 到 0 的 映照 ， 求 
就 有 理 致 域 心 明 同一 精 果 , 

6.。 今 时 是 一 个 集合 。 并 今 习 是 邓 到 环 9[ 上 的 一 个 1 一 1 映照 。 求 旺 ; 合成 

4+ bs(an 十 bn, 05=s((an)(5D770 
把 加 变 到 与 记 底 构 的 环 ， 应 用 这 桔 果 租 明 : 任 一 个 环 也 是 关于 下 面 合 成 的 一 个 环 ? 
aDb=a+b—1, ab=atb— a 
10. 反 同 构 设 。 是 四 雁 数 ow 十 oi 十 ui 十 只， 则 四 维 数 
a=0m— oi— oi— oR 
叫做 4 的 共 由 数 ， 如 果 参 考 $5， 则 可 网 ， 4 闫 0 的 道 元 来 eo” 可 
借 公 式 co 二 aN(a)7! 一 Na) 5 由 共 雹 数 表 出 。 仿 考 究 对 应 
a # 的 性 质 ， 这 映 腿 显 然 是 8 到 它 自身 上 的 1 一 1 喘 照 ,而 且 显 
然 有 
《207 at b=ai+B; 
我 们 还 可 验 主 
4b = (ob 一 ap: 一 px 一 oap) 
一 《auB + Bu + oa 有 B: 一 opBa)i 一 《mp + oapBo 
十 map 一 o1B3)i — (mBs 十 asBo 十 op 一 eB )K, 


及 
Ba = (Bo — Bm — Bam — Bsc) 
十 《一 Bui 一 Bim + Bao 一 Bioa)i + (—Boms 一 Paco 
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+ Bao 一 Pio)i 二 《Bom — Baao + Bias — Bar)k. 

故 
(21) a6 = Ba. 
如 果 环 外 到 环 中 上 的 一 个 映照 是 1 一 1 的 , 且 尖 他 (20) 及 (21)， 
这 映照 听 做 反 辣 构 ， 如 果 系 是 可 交换 的 ， 则 可 以 民 代 (21) 里 的 
54, 拓 有 目 比 时 s 一 了 也 是 区 汉 寻 上 的 一 个 同 构 。 反 过 来 , 交 横 环 问 
任 一 个 同 构 可 看 作 一 个 反 同 构 ， 特别 是 ,如 果 % 是 可 次 焕 的 , 则 恒 
等 映照 是 外 到 它 自 身上 一 个 反 同 构 。 另 一 方面 , 由 中共 数 的 例子 
误 朋 :也 存在 有 非 交 换 环 , 宪 对 自身 具有 成 反 同 构 的 对 称 性 盾 ， 更 
在 再 锥 出 这 种 类 型 的 另 一 个 重 可 例子 , 郭 阵 环 %, ,这 里 名 是 任 一 
个 交换 环 . 

为 达到 次 目的 ,我 们 定义 障 (a》 的 二 曙 际 《a)” 是 一 个 阵 ,已 
及 mr 做 对, 力 元 素 , 亦 序 (a) 可 由 《se) 的 元 素 对 于 主 对 角 线 作 反 
射 而 得 、 例 如 ,发 


则 


1 2 5 
| 2 —1 一 !L|. 
—3 4 6 


通常 如 果 (4) 二 (a17), (8) 二 (84), 天 (a) 十 《的 = (a + 37， 
而 [Ce) 十 《8)] 的 (i, 站 元素 是 on 十 5bw， 玖 [Ca) 十 《6)] 一 
(Ce) 十 (的 、 再 则 (p) 二 (a)(8) 的 (i, 站 元素 是 pn 一 性 artbti， 
故 (p》 的 (i, 让 元 素 是 pii = 忆 ambki， 另 一 方面 (8》 《a) 的 
(i, 门 元 来 是 于 btiain， 因 为 假定 锡 是 可 交换 的 . 故 得 
{Ca)C8)]’ = (8) Ce) 

于 是 (a) 一 (a)' 显然 是 1 一 1 的 , 并 有 是 扫 到 它 自 身上 的 一 个 反 
同 构 ， 
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对 丁 任 -个 输 宝 的 环 3 十 ,我 们 可 作出 一 个 反 同 构 环 ， 要 
太 双 这 日 的 ,我 们 使 用 原来 的 集合 虹 及 葵 定 的 加 法 ,但 引入 一 个 产 
的 乘法 X , 定义 为 


a X86 = ba. 
| 
{a X 5) Xe = {6a) Xe = clba), 
4X (bXe) = (sXec)a= (cB)a, 
及 


aX(b+e)=(sbt+te)a=batea—a XEtaxXe, 

{B+e) Xa=ab te) =abta—bXateXa, 
故 得 一 个 环 、 易 知 恒 等 峡 照 是 红 , 十 ,* 到 名 ,十 ,X 上 的 一 个 反 园 
构 . 
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1 有 三; 如 (5) 形 的 陈 的 集合 , 当 。 及 部 《了 时 ,是 的 一 个 于 环 . 已 有 


一 个 左 全 等 元 素 , 但 苑 右 估 等 元 素 . 千 是 , 配 表 :这 个 环 不 与 它 自 与 成 反 同 构 . 
2 对 下 到 定义 反 辕 构 。 求 广 : 任 一 个 权 与 它 自身 成 反 辐 构 。 
3， 一 个 环 到 它 自 身上 的 一 个 反 间 构 叫做 反 辣 构 。 求 东 :一 个 环 的 自 同 构 及 反 
自 同 构 构 成 一 个 变 刚 军 . 答 臣 : 在 这 个 权时 自 园 禄 构成 指标 为 1 或 的 一 个 不 变 子 盏 。 
4. 如果“ 也是 筑 到 咒 上 的 一 个 反 自 同 构 , 脓 赴 : 映照 (o)>(5) 是 Se 到 员 。 
上 的 一 个 肥 同 构 ,这 里 (2) 的 G4, 四 元素 是 入 
5。 就 定义 反问 态 ， 训 出 着 且 诈 明 对 于 反 辣 态 的 < 基本 中 理 ”. 
6. 求 让 华罗庚 定理 : 倒是 环 站 型 环 只 丙 的 一 个 映 妥 ,使 (a + 6)5 一 e+ 26， 
并 且 对 于 每 两 个 元 数 6，5, 或 者 (eb)s 一 a5 好， 或 者 (sb)s = BSa5, 则 S 玻 者 是 一 个 
同 态 ,或 者 是 一 个 友 辣 态 ， 
11. 环 的 加 法 区 的 娃 构 ， 环 的 特征 数 ” 设 外 ,十 是 任 一 个 交换 
醒 ， 对 于 时 里 所 有 a, 2 可 定义 乘法 为 a6 二 0, 则 得 一 个 环 ， 这 
合成 显然 是 可 转 合 的 , 工 且 关于 加 法 是 可 分 配 的 、 这 类 型 的 环 呀 
做 零 环 .这 样 环 的 存在 , 褒 朋 了 我 们 对 于 环 的 加 法 重 的 精 构 一 般 没 
有 什么 好 貌 的 。 但 我 们 将 要 指出 : 如 果 对 于 环 的 乘法 中 再 子 以 简 
单 的 限制 ,会 炊 加 法 看 带 来 强烈 的 限制 . 
例如 , 让 久 有 一 个 恒 等 元 1, 并 订 1 在 久 , 十 里 的 阶 是 有 限 
前 ,等 于 四。 如 果 = 是 时 的 任 一 个 元 素 , 剧 
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1 一 mL 一 (ol 一 0e 一 0. 

于 是 ,每 个 元 素 有 有 限 阶 数 ,是 m 的 一 个 因子 . 

如 果 % ,十 的 元 素 的 阶 有 -一 个 最 大 数 zz > 0) 存在 ,如 各 时 伐 
虹 的 特征 数 ， 如 果 这 样 最 大 数 不 存 在 , 则 说 有 特征 数 0 (或 无 限 
类)?， 因 此 ,我 们 知道 ,如 果 久 有 一 个 恒 等 元 素 1， 筷 前 特征 数 m 
> 0, 或 0, 是 按 1 在 包 , 十 里 的 阶 数 是 严 或 无 限 大 而 定 . 

这 竺 果 可 以 折 广 譬如, 设 4 是 纪 的 一 个 元 素 , 有 有 限 阶 m， 
并 且 2 不 是 左 肘 因子 ， 如 果 4 是 站 的 任 一 个 元 天 ,如 

0 = (md)a = dlma), 

故 ma 二 0. 于 是 ,4 的 特征 数 仍然 是 加 ， 对 于 不 是 右 肛 因子 , 类 
似 的 精 果 当然 也 成 立 . 

特别 是 ,我 们 知道 :如 果 扣 是 一 个 整 区 , 则 沁 的 特征 数 歇 者 是 
0, 或 者 是 sm > 0， 并且 每 个 非 臂 元素 的 阶 数 都 是 om. 今 来 证 朋 ; 
在 这 种 情形 下 , ?是 素数 ， 这 因为 ,如 果 合 mm 二 mimz, 这 里 mm; > 
1, 剧 当 4 关 0 时 ， 

ma? 一 加 70242 = (ma) m2). 

因为 ma 夫 0 及 moa 才 09, 这 就 与 定义 子 盾 ， 政 得 下 面 的 定理 ; 

定理 7， 如 果 民 是 特征 数 0 的 一 个 整 区 , 则 3 的 所 有 非 零 元 
素 有 无 限 阶 。 如 果 所 的 特征 数 w > 0, 则 w 是 一 个 素数 , 并且 红 
的 所 有 非 吉 元 案 的 阶 数 是 亚 、 


习 显 34 
工 ， 验 狂 : 在 定理 7 里 用 单纯 环 代 符 疼 区 也 能 成 立 、 
12. 环 的 加 法 模 的 子 覆 的 代数 、 单 侧 理 起“ 本 书 诗 哗 某 些 重 
要 合成, 叱 可 定义 在 环 的 加 法 李 的 子 硬 的 集合 里 。 其 中 有 了 商 种 合 
碾 : 交 及 由 子 硬 的 集合 上 成 的 本, 已 如 对 于 任意 蛋 讨 论 过 ， 现 在 我 


们 从 交换 茸 首 手 ; 故 所 有 子 春 都 基 不 变 的 、 上 所 以 , 如 果 对 及 多 是 


1 “和 转 征 竹 必 ”一 术 : 六 面 观点 屠 议 是 蚁 适宜 的 。 但 由 另 一 个 戏 点 (大 看 
第 3 章 的 8) 水 1 数 0 也 是 适 实 的 。 由 于 后 痢 似 觉 最 为 通用 ,所 以 这 时 
就 这 样 沿用 、 一 一 次 善 注 ， 
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闻 浴 ， 则 由 名 及 当 牛 成 的 子 至 [MUG] 与 和 a 士 如 的 焦 合 则 十 于 
重合 ， 这 里 a€ 1, 5 《名 ， 更 一 般 地 裔 , 如 果 {Ls} 是 加 法 罕 的 子 
对 前 一 个 集合 . 则 店 和 生成 的 罕 TU sj] 是 有 限 和 

十 四 十 二 El 
的 集合 :这 因为 ,如 果 我 们 用 三 1 瀛 表 示 这 些 和 的 全 部 ,可 验证 水 
是 加 法 谷 的 一 个 子 等 ， 再 则 艺 M。 包含 扩 有 %L， 关 且 被 包含 在 具 
有 这 种 性 质 的 任 一 个 子 桔 里 ， 故 三 3。 具有 [ULl 的 各 特性 . 

仿 引 及 关于 加 法 春 的 子 全 的 第 三 种 合成 ， 屋 虹 及 6 是 子 价 ， 
我 们 定义 积 43 为 由 所 有 积 a6 生成 的 子 罕 , 这 里 a€ 间 ,5 E83， 必 
须 指 四, 这 定义 与 关于 陵 集 的 乘 靶 的 定义 不 同 、 因为 关于 和子 辜 区 
的 各 陪 集 里 不 等 于 名 的 障 焦 不 是 子 车 , 改 乘 法 寻 法 员 作 两 用 , 仍 
不 致 发 生 任 何 实际 上 疑惑 ， 我 们 要 知道 , M8 与 有 限 和 

Bi bt rt ab cEU, BEB 
前 集合 负 由 重合 这 因为 ,种 显然 包含 是 有 积 a5, 井 且 被 包含 村 
和 任 一 个 能 包含 所 有 这 些 各 的 子 涡 里 . 同时 , 刷 显然 对 于 加 法 封装 ， 
只 含有 0 最 后 ， 

一 (Ca 十 十 edi) TT (abt et Carbr ES, 
施 季 是 一 个 子 恒 .由 币 的 这 些 性 盾 自 然 可 推 得 和 二 33， 

由 丁 - 广 窜 (38)E 及 M(BE) 是 如 马 aibici 形 的 有 限 和 的 全 部 ， 
这 里 ai E91, bi 6 8, ci E55， 改易 证: 精 合 律 (389)E 二 HC(3E) 成 
立 . 分 配 律 

HB + EE = A + NE, B+ OU= V+ Eu 
也 是 成 立 的 。 我 们 可 从 名 加 十 E) 是 由 及 有 积 a(6 十 c) 生成 的 
子 鳃 这 一 事实 来 起 第 一 个 分 配 律 , 这 里 a€ 时 ,bE 名 ,ec EGC、 因为 
a 人 (85 士 c) = a6+ ac EAS + AE, 

故 靶 ( 遇 十 E) 夺 U8 十 ME， 另 一 方面 ,ob 二 a(5+0) EB+E)， 
故 8 二 (加 十 E)， 同 题 , CE (3 十 E)、 于 是 ,23 十 6 
B+ 改 % + = WB + ME. 同样 论证 可 应 用 于 建 
立 另 - -个 分 配 律 . 

一 个 子 乔 的 震 可 由 30 一 所, 中 一 30)3 来 归 业 地 定义 ，% 
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易 知 是 形状 如 ma .… cx 的 积 之 有 限 和 的 集合 ,这 里 a4E 外 ， 加 法 
潭 的 一 个 子 虱 站 决 害 一 个 子 环 必须 而 旧 只 须 外 对 于 滋 法 寺 半 .这 
个 条 件 可 用 莱 法 表册 各 中 三， 于 第 号 是 环 只 的 一 个 理想 的 条 
件 是 
(I) RECS, 
《R) BRE DB. 

环 洽 里 ,子午 只 适合 上 面 两 个 条 件 中 的 一 个 时 ,很 为 重要 . 如 
时 罗 是 一 个 子午 使 (L) 成 立 ,区 加 是 做 外 的 左 现 相 ; 如 果 (R) 成 
立 , 由 图 做 右 理想 . 


例 。 令 Jr 是 由 环 各 定义 的 障 环 。 今 考 沉 ts 里 由 形状 如 


oa ~ 
qa 
al dne 


的 算 神 成 的 子 集合 吧 , 这 里 ar 是 任意 的 , 则 咏 是 一 个 左 理 配 。 念 此 ,由 下 方 2 避 行 
部 是 0 的 障 的 全 部 构成 的 子 集合 是 Rs 里 一 个 右 理想 ， 我 四 可 奸 : 这 两 个 集合 中 无 一 
个 是 ( 双 侧 ) 理 想 . 


在 任 一 个 环 里 , 左 倍 数 x5 的 全 部 M5 是 一 个 左 理想 , 这 时 
x EY， 和 如 果 对 含有 一 个 恒 等 元 素 , 则 36 含有 ,并且 945 的 特性 
是 含有 写 的 左 理 想 里 的 最 小 堆 . 这 因为 , 5 显然 是 被 包含 于 每 个 
含有 2 的 左 理想 里 ， 如 果 3 没有 恒 等 元 素 ， 则 它 必须 取 形状 如 
#5 十 #5 的 元 素 的 集合 ,才能 得 到 包 合 5 的 最 小 左 理想 的 目的 ,这 
里 = 是 整数 , * 是 %f 里 任意 元 素 ， 我 们 把 这 含有 元 素 5 的 最 小 左 
理想 叫做 主 左 理想 , 刀 作 (5) 于 是 , 当 9[ 含有 恒 等 元 素 时 ，(6), 
一 M5: 而 虹 是 任意 时 ，(6): 是 集合 {n5 十 xb 同 理 可 定义 5 的 
右 翌 数 的 右 理 想 591, 及 主 右 理想 (6)。 我 们 常 有 《5)r 21: 但 
1 拥有 恒 等 元 素 时 , 划 (5), = 51, 

单 何 理想 的 概念 可 用 以 得 出 除 环 的 一 个 新 特性 : 

定理 8。 带 语 等 元 素 1 夫 0 的 环 是 一 个 除 环 ， 必 须 而 且 只 须 
它 北 有 时 左 (在 ) 理 看 

让” 先 屋 % 是 一 个 除 环 ,如 果 锡 是 并 里 一 个 艳 理 息 , 关 0, 则 
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aa Oe 


aak 0 


at 0 


3 含有 -个 元 比 5 天 0. 于是, 1 二 5 E33, 而且 每 个 + 二 x1 《多 
所 以 ,8 = 岂 ， 赦 车 入 是 任 一 个 左 理 想 , 刚 或 者 伟 = 0, 或 者 二 
Y， 反 过 来 , 合 引荐 带 优 等 元 素 工头 0 的 环 , 宪 汽 有 里 左 理想 ， 如 
果 2 是 虹 里 天 0 的 一 个 元 素 , 则 91e 含有 15 夭 0， 天 M6 二 时 由 
下 可 知 有 < 夫 0) 存在 ,使 cb 一 I， 改天 0 的 每 个 元 素 有 一 个 左 
逆 元 素 去 0。 由 此 可 见 ，%f 的 非 喜 元 素 对 于 乘法 成 一 个 生 《 和 参看 
习题 8 的 第 2 题 )， 故 %L 是 一 个 除 环 ， 

库 这 个 精 困 当然 得 岂 : 任 一 个 除 环 是 单 纹 环 ， 故 一 个 除 环 的 
叭 一同 次 象 是 0 及 生 自 身 ， 

我 们 可 上 验证: 把 交 , 和 及 积 等 合成 使 用 于 左 《 右 ) 理想 得 出 左 
(在 ) 理想 ， 这 类 型 的 其 它 精 果 也 可 建立 ， 例如, 如果 名 是 任 -一 个 
左 理想 ,而 5 是 -~ 个子 蛋 , 则 积 85 是 一 个 左 理想 ， 又 若 吕 是 一 个 
左 理想 ,而 & 是 一 个 右 理想 , 划 B85 是 -- 个 ( 双 侧 ) 理 想 . 


习题 55 


1 求证: 不 含有 时 左 理想 的 环 中 [或 个 除 环 ,或 老 是 一 个 零 环 。 
2 如果 中 是 任 一 个 环 : 则 中 ， 28， -~ 是 理想 。 和 如果 站 是 如 里 由 形 铝 


药 阵 所 构成 的 子 环 , 这 些 理想 是 什么 ? 

13. 交换 村 的 自 同 态 环 ” 合 人 是 一 个 任意 交换 要 . 在 @ 里 用 
加 法 必 呈 十 表 合 成 , 0 表 虱 等 元 素 ， 一 a 表 4 的 道 元 素 , ma 表 “ 
前 需 或 倍数 ， 今 考 帘 6 的 自 同 态 的 集合 @E， 这 些 映 照 是 他 到 写 
自身 办 移 上 映照 7, 它 使 
(22) Cai bp = a tt Bn, 
我 们 知道 ,如 果 7, 2 EE, 则 ypEE,， 且 竺 合 律 对 于 积 合 成 是 成 立 
的 。 我 位 还 知道 ， 恒 等 歇 申 属于 @E， 抽 使 G6 非 交 换 本 ,这些 精 果 
也 是 矶 立 的 ， 但 在 可 交换 情形 下 ,更 大 量 的 精 果 可 以 诈 出 , 冯 我 们 
可 证 ;集合 多 可 用 以 定义 一 个 环 。 

在 多 里 引入 加 法 合成 ,而 定义 十 p 为 
(C23) aly + 0) = an t+ ap, 
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因为 
(赴约 (7 二 一 (十 2 十 (二 5)P 
一 ao 十 芭 十 ap 十 5p 
=antapt6nt+ép 
waly Fp) + ben + p), 

故 这 映照 基 一 个 自 同 态 ， 不 难 验 证; @E,+ 是 一 个 交换 零 ， 这 因为 
aqgt+ (pM)=artapt l= et apt a, 
aCyto t= eat pt A=atapta; 

故 3? 二 (Lo 十 归 = (9 十 p) 十 人 念 下 得 5 十 p 二 p 十 w 今 把 

每 个 z 占 到 4 的 上 映 照 定 义 为 4 机 照 ,显然 这 是 一 个 自 同 态 ; 卉 且 对 

于 所 有 ?3 二 0 一 3 最 后 , 屋 76EE, 我们 定义 一 ? 为 映 赂 < 一 

一 C47); 这 映照 可 看 为 e 一 ez 与 自 同 构 o 一 “的 积 ， 故 一 ?6EE. 

显然 ,7 车 (一 四 一 0 
发 以 麦 变换 的 积 , 仿 来 证 外 ,十 ,，* 是 一 个 环 。 这 因为 ,已 知 

多 ,十 是 一 个 交换 芥 ; 又 因为 知道 是 精 合 性 的 ; 所 以 只 要 起 明 分 

配 律 朴 够 了 ， 因 为 
ak FP) = Caplp t+ N= Cop + (Cag) 

= og0) 十 <) 一 (ap + PY, 

故 p 寺 和) 一 wp 十 汶 ， 又 因为 

al(p + Wn) = Calp + WD) = Cap + ad)y 
二 (ap 和) 二 (al = alpy) + alAy) = al pn + A9), 

玖 (p 十 7 一 py 十 罗 ， 这 就 证 明了 下 面 的 基本 定理 . 
定理 9、 今 多 是 一 个 任意 交换 和 至 ( 用 加 法 写 出 ) ,并 邻 @ 是 名 

的 自 同 态 的 全 部 , 则 区 关于 由 az? 十 p) 一 ay 十 ap 定义 的 加 法 

合成 及 关于 生 合 成 。 是 声 随 的, 并且 @E, 十 ，' 是 一 个 环 。 

6 届 做 护 的 自 同 灾 环 ， 考 究 环 E 的 子 环 , 一 航 更 多 兴趣 ， 这 


的 地 位 有 如 变换 司 在 淹 葵 上 的 地 位 ， 在 讨论 这 个 过 实 前 ,我们 先 
考究 一 些 例子 。 
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例 。 (1) 登基 一 个 无 限 件 环 竺 , 则 可 取 功 为 句 数 的 加 法 到 14. 裔 7《 人 6, 卫 15 一 


w《14， 因为 9 是 一 个 自 闻 窟 , 故 2n = ww。 这 页 襄 明 指出 ,7 是 由 它 和 对 村 4 的 生成 元 
案 1 的 效 朵 所 天 定 。 故我 较 可 将 整数 * 《3 作用 于 1 的 数 果 ) 与 自 间 态 作 巡 煤 起来。 
今 诅 户 是 另 一 个 月 司 态 , 而 县 Lp 一 "。 则 可 把 ”与 2 速 精 想 来 再 则 L(7 二 Pp) 一 
本 十 了 ip 二 4 二 了 发 (19)p 二 Wp 一 WV。 豆 在 这 对 应 下 , 轨 十 P 子 如 十 VP 及 六 HV、 
这 个 对 应 是 1 一 1 的 ; 这 因为 , 如 果 4 二 5， 则 1 一 tp。 妈 因为 一 个 自 辐 态 是 由 它 对 
于 1 的 作用 效果 来 决定 。 故 习 二 Pp， 于 是 ,得 从 多 到 牧 数 的 环 了 内 的 一 个 风 构 ， 最 
后 ,我 们 知道 ,这 同 构 是 他 到 了 上 的 一 个 园 构 . 故 如 果 是 任 一 个 整数 , 则 因 
[CD 二 3 十 吉 玫 

是 倍数 的 一 个 基本 性 质 , 故 瑞 昭 -yw 是 一 个 自 间 态 ， 显 然 , 这 个 自 周 态 把 1 映 到 4 
因此 ,就 证 明了 多 与 7 前 构 。 

(2) 次 考 完 所 有 加 向 量 (rn ma，…, mn) 的 二 食 , 作为 《1) 的 一 个 拓 广 ， 这 盟 
mi 《1 了。 我们 用 向 量 加 法 作 合 成 、 如 果 引 入 向 基 


(24) = 0 0 0, 0), 4 12, 
则 得 
(25) mma tn) ae 十 sea + 二 nem、 


放任 一 个 整 向 最 是 属于 由 #; 毕 成 的 于 里 。 一 个 向 旱 显 然 只 能 有 一 种 方式 写成 nwzei; 
这 因为 ,如 果 电 mie; 一 Pme'ez, 则 由 (25) 有 
《pp m4 es 4) = Cs Pass, Me)» 

故 对 隆 所 有 i mi 一 PP7 

邻 习 是 信里 一 个 自 同 态 。 今 洒 腔 证 : 7 可 由 它 作用 于 “的 效果 而 完全 决定 ， 这 
因为 ,如 果 知 道 了 象 cm = fis 则 象 

Fmie)n 一 Br) = Bmi em) 一 Poif 

也 就 知道 。 所 以 , 如果 9 与 户 是 两 个 自 同 态 , 引 6 二 eip 在 一 12,…, 力 ), 风 对 于 
所 有 4 得 an 一 ap; 于 是 ,二 Pp、 

交角 
(26) = er 十 Give TF ~ gncns 
这 里 af 是 整数 、 显 然 这 些 整 数 由 了 了 唯一 决定 、 故 阵 


an 


由 妖 奖 定 。 这 个 阵 叫 做 了 的 障 ， 我 们 将 要 考察 从 他 到 元 素 忠 于 了 的 # X # 陈 构成 的 
坏 可 内 的 对 应 妖 全 (ei、 

首先 要 改 , 这 个 对 应 是 1 一 ! 的 ;这 因为 ,如 果 09->(eip) 及 p 了 (i?), 冯 07 二 7p， 
故 = Pp。 其 次 ,分 户 是 任 一 个 自 同 态 ,并 合 pCB)， 则 ip 一 3bizej。 故 

e+ p= en + eip = Baijey + Beier = Eg + Bj. 
日 ’ 

因此 ,十 六 (gi7) 十 (B83)， 最 后 ， 
s(np) = (can)p = Caie)p = Bac?)p = Ze (eip) 一 je 一 Beite, 
这 里 exk 一 bi 这 指出 , np 的 阵 是 (oa)(5)、 效 我 位 证 明了 : 9 店 (4) 是 区 到 1 
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内 的 一 个 同 移 。 
最 后 , 我 们 变 潮 出 , 这 映照 是 到 1。 上 的 同 构 ， 倒 (4) 是 Fe 里 任 一 个 账 ， 并 全 
ficr， 我 们 定义 区 到 它 自 身 再 的 一 个 映 眼 规定 为 mje 六 2miji。 所 以 ,如 时 
的 另 一 个 元 素 , 旧 
ore + Brir'e; = 了 (os + tf) eis 


且 这 个 亡 素 映 列 


Em + Wi)F = Emifi + Emi 
故 Etmei 六 mif; 是 一 个 自 同 态 7。 因为 ein) 二 丹 二 Zaijei， 故 习 的 陈 是 输 定 的 隙 
《9)、 所 尽 ,我 们 建立 了 多 到 is 上 的 一 个 同 构 、 

我 人 可 使 用 刚才 引导 出 来 及 决定 留 的 委 珂 构 于 的 精 洽 显然 ,如 果 名 是 任 一 个 交 
换 荣 , 则 区 的 自 同 构 著 虽 与 环 区 里 单位 元 崇光 重合 . 如 时 我 阅 有 从 一 个 环 到 另 一 个 
上 的 一 个 同 构 , 划 第 一 个 环 的 单位 元 来 春 必 映 到 所 一 个 的 单位 元 米 划 上 ， 这 也 是 显然 
的 。 改 我们 可 由 次 定 障 环 1 的 单位 元 案 举 决定 出 整 向 量 的 春 个 的 白 同 构 营 . 今 我 们 
知道 , 附 (a) E Ts 是 权时 一 个 童 位 元 素 必须 而 六 只 撩 det(a) = 土 1。 把 这 个 蒜 果 与 
上 面 讨论 合 代 起 来 ,可 见 : 仿 的 自 同 构 的 形状 如 人 2miei -> 2mzf ,这 里 太 二 Zoijei, 而 
且 det(o) 一 土 1 

习 题 36 


1. 类 定 人 # 阶 循环 菜 的 自 同 态 称 及 自 同 构 委 、 

2. 今 卫 是 一 个 任意 敢 , 并 令 1 是 区 到 它 自身 到 的 全 部 映照 的 集合 ， 如 果 可 
PE gj 定义 3p 是 它们 的 积 , 而 了 二 p 为 gC 二 Pp) 一 gm)(gp)。 求 考 纯 关 于 这 两 
个 会 成 的 集合 哮 ， 


14. 环 的 线 法 ” 邻 届 并 是 任 一 个 环 ， 如 果 a 是 时 的 一 个 固定 
元 素 , 我 们 定义 扩 到 它 自 身 内 的 映照 x 一 xa 为 右 乘 变 换 w。 因 
(27) Cx + yar = (x + ya = xa + ya = xar + yars 
改 这 肌 照 是 扯 的 加 法 区 所 ,十 的 一 个 自 同 次 ， 次 因为 
x(atB),=xCa t+6) = ret xh = xa, + rh = xCa, + 6)y 
及 

x(a5), = xCab) = (za)8 = (xa) br 一 (arBr)， 
故 往 关系 
(a + B= art+ Bs 
ab); = arbr, 

这 旋 明 : 对 应 a 一 w 是 环 af 测 ,十 的 自 同 态 环 @ 内 的 一 个 同 
态 。 故 右 苹 变 澳 的 集合 1, 当然 是 E 的 一 个 子 环 ， 我 们 叫做 环 民 
的 志和 变换 环 

同 态 < 一 cr 的 核 是 元 素 z 的 理想 3 ， 这 zx 对 于 所 有 >x 会 使 
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xz 二 0 的 、 这 理想 叫做 环 9 的 右 盈 化 子 、 届 3, 一 0, 我 们 知道 ， 
4 一 4a, 是 一 个 同和 构 . 其 特 款 为 ,在 并 拥有 人 恒 等 元 素 的 重要 情形 下 ， 
3, = 0; 这 因为 ,如 果 1x 二 0， 出 > 二 0， 下面 基 本 定理 就 是 作为 
一 个 推 至 而 彼 赴 明 的 

定理 10。 党 有 粳 等 元 素 的 任 一 个 环 与 自 辣 态 环 是 辣 构 的 ?。 

类 似 计 答 可 应 用 子 由 za 一 ax 定义 的 左 乘 变换 a1， 这 些 映 
照 祁 是 自 同 访 ,县 适合 
《29) (a ti= mtb, (Cab) = bra. 
状 4 一 g1 是 中 到 允 肉 的 一 个 友 同 态 (参看 习题 33 的 第 5 题 )， 改 
象 集合 , 亦 即 左 绍 变换 的 集合 纪 , 是 @ 的 一 个 子 环 ， 反 同 态 = 一 
a 的 核 是 环 站 的 左 老 化 子 的 理想 3。 如果 %L 有 恒 等 元 素 , 则 3 三 
0, 并 且 a 一 a 旦 一 个 反 同 构 . 

最 后 . 我 们 考 穹 吾 恒 等 元 素 环 的 左 乘 及 右 乘 变换 阅 的 .个 重 
看 关系 ,写成 下 面 的 定理 : 

定理 14， 如 果 由 是 带 恒 等 元 素 环 , 则 并, 十 单 能 狗 与 所 有 左 
(去 ) 芭 变 换 相 交换 的 企 一 个 变换 必 是 一 个 右 ( 左 ) 乘 变换 . 

这 定理 的 姓 明 与 第 1 章 的 $10 里 基于 嫩 的 对 应 起 明 完全 相 
疝 。 


了 在 下 一 章 中 ,将 划 这 精 果 对 于 不 拥 恒 等 元 素 的 环 也 成 立 . 一 一 戎 郑 注 。 
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第 三 章 
环 及 域 的 扩张 


一 个 输 定 的 环 会 缺乏 解 特殊 间 题 所 需要 的 某 些 性 质 ， 但 我 何 
能 作 一 个 较 大 的 环 , 使 它 具备 所 需要 的 性 盾 ， 例 如 ,存在 有 形状 如 
ax 二 bla 天 0) 的 方程 , 它 在 整数 的 整 区 里 无 解 ;而 作 有 理 数 域 的 
目的 郎 保证 这 类 型 方程 的 可 解 性 ， 作 这 样 扩张 所 用 的 方法 可 坎 推 
广 而 用 于 任 一 个 交换 整 区 ， 这 种 类 型 的 扩张 是 本 章 所 讨论 各 种 扩 
张 的 一 种 ， 在 其 它 类 型 的 扩张 中 ,我 们 还 定义 多 项 式 环 、 域 扩张 及 
图 数 环 ， 我 们 导出 这 些 扩张 的 某 些 性 厦 ;特别 是 决定 任 一 个 域 的 
代数 畏 构 . 

1. 把 一 个 环 炬 入 于 带 恒 等 元 讲 环 。 ”前 音 里 已 证 明 带 恒 等 元 
素 的 和 纤 一 个 环 与 自 同 态 环 同 构 ， 今 将 证 明 : 任 一 个 环 刀 必 与 带 桓 
等 元 束 环 男 的 一 个 子 环 虹 同 构 . 因为 3 与 一 个 自 同 态 环 同 构 , 故 
由 与 一 个 让 同 态 环 同 沟 ,从 而 % 也 是 如 此 . 

一 般 来 襄 , 如 果 一 个 环 回合 有 与 环 凡 闻 构 的 一 个 子 环 , 草 说 ; 
A 彼 嵌 入 于 对 内 ,而 环 罗 叫 做 时 的 -- 个 扩张 ， 

要 作 扩 的 一 个 扩张 ， 使 它 带 有 悔 等 元 来， 可 仓 吕 为 二 稚 租 Cm， 
4) 的 积 集合 TX %， 这 里 六 是 -- 个 整数 , 而 * 属于 给 定 的 环 时 里 . 
两 个 二 次 组 《m, a) 及 (2，2) 就 为 相等 ， 必 须 而 且 只 顷 m 二 z 及 

三 5， 我 们 在 加 里 到 
(1) Cm 0) + Cn, 6) = m+n,at 6) 
定义 加 法 合成 ， 容 易 看 出 , 加 , 十 是 一 个 交换 千 ，0 元 素 是 (0, 0)， 
而 一 (m, 4) 二 (一 ms 一 4)。 又 在 加 里 以 
(C2) (Cm, a)(n, b) = mn, na + mb + ab) 
定义 乘法 , 这 里 右 端 的 za 及 m5 分 别家 4 的 # 倍 及 5 的 mw 倍 。 天 
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为 
(Cm, a)ln, b))(g, ec) = (mn)g, glna) + glmp) 
+ glap) + (mm)e + Cna)e + Cmb)e + (Cab)e) 
及 
Cm, a)((#, Bg, c)) = (mlng), mlnc) ft mlgb) 
+ mCBe) + alng) Ft alnc) + algb) + alBe)), 
均 由 外 及 了 里 倍数 、 加 法 的 交换 律 及 猪 合 律 各 性 厦 推 得 8 里 乘法 
的 业 合 律 ， 叉 因为 
Cm, a)[ln, 6) + (gc)] = Cm, a)(n+ qb + ce) 
= (mst gq mbt+ et nt getalb te)) 
= (m+ mg mb t+ me tnat+ qat abt ac) 


及 
ms a)(n, b) + (1m, a)lg, ce) 
= (mn, mb + na + ab) + (mg, me + ga + ac) 
= (mat mg mb + nat+ ab t+ me + ga + ac), 
故 两 个 分 配 律 中 的 一 个 成 立 . 仿 此 可 验证 另 一 个 分 配 律 也 成 立 . 
故 这 样 作出 的 代数 系 成 一 个 环 . 
由 使 用 (2 可见, 元 开工 一 (1, 0) 在 轨 里 有 屋 等 元 素 的 作用 . 
次 考虑 吕 里 形状 如 《0, a) 的 元 素 的 集 含 %。 因为 
C0,a) + (0,6) = 0,at+8), f= (0,0), 
一 《0,0) = (0, 一 a), 及 (0, 4a)(0,6) = (0, a8), 
故 寻 是 守 的 一 个 子 环 。 如 果 命 a 二 (0, a), 我 们 还 显 见 , 对 应 
aa 是 和 到 由 上 的 一 个 同 构 ， 故 时 获 嵌 入 于 带 恒 等 元 娄 环 只 
夫 ， 这 证 明了 下 面 的 定理 ， 
定理 1。 任 一 个 环 可 被 起 入 于 一 个 带 恒 等 元 素 环 内 . 
由 于 映照 mw 一 《m,0) 是 了 到 名 的 一 个 子 环 了 上 的 一 个 同 科 ， 
所 以 我 们 也 可 说 ,整数 环 帘 嵌入 于 环 吕 两 , 邻 以 加 代 (Cm,0),a 代 
《0,4) ,了 代 7, 外 代 迪 ,使 记 法 简单 ， 使 用 这 些 记 法 ,得 关系 
B=I+YU, INY=0. 
显然 , % 是 更 里 一 个 2 想 . 
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活 慧 .在 某 些 情况 下 , 号 不 能 作为 ! 扩张 到 带 司 等 元 素 环 的 
最 适用 的 扩张 ， 首 先是 ,如 果 一 开始 %1 就 拥有 怕 等 元 素 e, 刚 元 素 
一 1 一 e 对 于 9 里 所 有 e 具有 性 慎 za 一 0 一 az。 改 在 这 个 情 
形 下 , 就 不 值得 引入 环 轨 . 其 次 要 讲 的 是 , 加 的 特征 数 可 与 9 的 
特征 数 不 同 ， 这 种 情形 出 现 子 9 的 特征 数 是 六 夭 0， 此 时 , 由 于 
罗马 了 故 轨 前 特征 数 基 0。 但 我 俏 容 易 由 修改 作法 ,得 出 带 恒 等 
元 素 前 一 全 扩张 , 使 它 的 特征 数 与 A 的 特征 数 相同 ， 这 在 下 面 习 
是 37 的 第 1 题 中 指出 ， 上 述 作 法 前 另 一 个 缺点 为 : 四 是 一 个 整 
区 , 但 和 可 以 不 是 一 个 整 区 。 例如 , 珊 是 偶 获 数 的 环 , 则 时 的 
元 素 (2, 一 2) 具有 性 质 (2, 一 2)(0, 2m) 二 0。 这 种 起 难 基 可 以 
这 黑 的 , 卉 且 我 们 可 证 : 任 一 个 整 区 可 彼 嵌 大 于 带 恒 等 元 素 的 一 个 
整 区 内 。 下 面 习 是 的 第 2 一 4 题 就 是 意图 建立 这 个 和 结果 .。 


习 题 37 


1. 如 果 g[ 是 一 个 环 , 对 于 它 的 所 胰 未 = 让 在 一 个 下 整数 四, 使 pa 一 0. 全 多 
汞 二 蕉 棚 (六, 9) 的 集合 ,这 里 元 一 如 十 (mm) 是 环 TCm) 的 区 未 。 滩 用 部 式 中 所 述 关 
十 环 当 见 相 等 的 定义 ,但 定义 加 法 为 
Cn, 0) + (48,5) = (8+9,a+ 5), 


定义 素 法 为 
【元 2 村， 古 ) = (19, nb + ga 十 ab). 

求 验 床 : 乘法 是 单 值 的 ， 划 六 他 是 带 慎 等 元 素 环 ， 它 号 导 的 一 个 扩张 ， 且 对 子 所 有 
ce€ GE, mc 一 0. 

2， 和 如果 让 是 一 个 整 区 , 它 含 有 元 素 “ 必 5 守 0, 使 对 子 某 个 鉴 数 澡 有 a8 十 m8 一 0， 
求 仁 :对 于 所 有 cE& 对 ， 

eat me=0=act me, 

4 如果 中 是 一 个 整 区 ,并 今 汉 是 逐 交 中 万 作 的 环 。 验 诈 : 对 于 所 有 akE 3[, 能 使 
$3 是 一 个 理想 ,并 且 区 /3 是 带 恒 等 元 素 的 一 个 整 区 - 
如 十 3 的 陪 集 的 集合 四 是 付 /3 的 一 个 子 环 ,与 中 同 


询 。 故 让 珀 嵌入 于 人 /3 办。 

2, 交换 整 区 的 分 式 域 “ 邻 要 指出 作 一 个 交换 整 区 可 窜 联 入 于 
一 个 域内 ， 我 们 要 诗 的 作法 ,在 整数 环 情形 已 是 众 所 部 知 的 。 这 
作法 可 由 兽 帘 域 的 一 个 子 环 与 由 子 环 生成 的 于 城关 的 关系 而 得 到 
深入 的 了 解 . 

内 此 ,合子 是 一 个 域 , 霸 合 % 是 至 前 一 个 子 环 。 头 0 如 果 代 
数 系 %, 十， 是 一 个 域 , 卓 诅 久 是 全 的 一 个 子 域 ， 由 上 由 可见: 域 
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S 的 一 个 子 集合 时 决定 一 个 子 域 必须 而 且 只 须 (1) 9 十 基 加 法 
看 的 一 个 子 看 ; (2) 虹 含 有 元 素 天 0; 如 果 合 af: 表 这 些 非 改元 豆 
前 全 部 : 则 %,' 是 要 的 非 雾 元 素 的 乘法 村 的 -个子 得 回忆 汐 
的 一 个 子 集合 决定 一 个 子 草 的 条 件 , 可 见 : % 决 定 一 个 子 域 必须 而 
且 只 筑 

1 如果 4, 69, 则 oa 十 5E3L 0E€ 匀 ,如果 a 如 ,其 一 a € 对 

2 1€ 寻 和 如果 a 及 6b 是 虹 的 非 需 元 案 , 旧 a6 及 a1€ XA 

由 1 及 2' 显然 知 ,由 一 个 域 的 子 域 租 成 的 任 -- 个 咎 合 的 交还 
是 一 个 子 域 .如 果 $ 是 和 的 任 一 个 子 集合 , 则 $ 里 含有 3 的 所 有 子 域 
的 交 , 只 做 于 里 含 8 的 最 小 子 域 , 或 $ 里 由 3 生成 的 子 域 ， 今 来 所 
述 下 面 的 重要 观察 ; 如 果 3 一 噶 是 全， 的 一 个 子 环 ， 夭 0， 划 由 中 
年 成 的 子 域 B 与 形状 如 ai 的 元 素 的 集合 {ei ) 重合 , 这 里 a， 
5 EU。 这 因为 ,显然 全  {as 再 旭 我 们 有 下 而 各 等 式 : 

51 十 ci 一 ad 二 cpp 一 (ad 二 co)f2d 

D = 067!, 
一 ap 一 《一 a)2m1， 
a6)(ed™!) = 一 acii 一 (ec)02) 一 
1= ec (a# 0), 
(ai 一 “5 (a#¥0), 
定 们 指出 集合 {a5} 次 定 一 个 子 域 。 因 为 % 里 任 一 个 < 可 与 让 
= (4b)6™, 

故 %E (ez 于 是 ,集合 {ab 是 了 里 含有 中 的 一 个 子 域 . 
为 名 己 fag )， 故 推 得 全 = 《ez 

和 如果 二 鱼 , 旧 境 信 是 包含 斤 的 极 小 域 ， 此 时 易 知 全 的 每 个 
元 来 的 形状 为 a5", 这 里 a,5E “““ 

今 设 所 是 任 一 个 非 震 交换 蒜 区 , 而 企图 把 % 扩张 为 域 ， 上 面 
的 讨论 指出 : A 的 一 个 极 小 域 扩张 的 各 元 素 是 从 二 亲 租 (a, 5) 得 
来 , 这 里 a, 5 下 ,5 和 90。 我们 心中 记 住 ; (se，2) 是 承担 ab 的 
任务 ;因此 采取 下 面 的 步 羽 . 

会 加 是 二 稚 租 (a, 的 全 部 ,这 里 a, EM ,5 天 0。 于 多 里 
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中 入 一 个 关 孙 ,定义 为 : 如 果 眶 二 5c, 则 (ay 的 一 (cd)， 因为 
a6 三 54, 歼 (a,5)~(a,5)， 次 识 (a,6)~(c,4d), 则 ad = bc， 
从 而 c 必 二 da, 玖 (c,d)~(a,8)、 末了, 设 (a,B)~(c，,4) 及 
(Ce,d)~(e, 有 ), 则 gd 二 6c, 及 cf 一 de; 于 是 , adf 一 5cf 二 bde. 
因为 4 短 0, 而 % 是 可 交换 的 , 故 4 可 相 消 ,而 得 of 二 be; 于 是 ,Co， 
妇 ~(e, 用， 这 证 明了 关 亲 ~ 是 只 里 一 个 等 价 关 系 。 由 《ea, 5) 决 
定 的 等 价 类 时 做 分 式 ， 刘 作 a/8， 效 得 法 则 : 
af5 二 cfd 必须 而 且 只 须 od = 6c. 
令 在 分 式 集合 了 3 里 引入 加 法 与 沫 法 合成 ， 首 先 要 家 的 是 ， 如 
时 4/5 及 cz 是 任 两 个 分 式 ， 则 好 尖 0, 且 可 作 分 式 (ad 十 5c)/ 
6d、 其 次 ,和 如果 af&8 二 af5 及 cfd 二 cfd', 出 
(3) 《ad + be)/Bd = Cad + be)/e'd'. 
这 因为 由 假 采 得 ab = se 及 cd 二 de 于 是 ， 
ab'dd’ = ba'dd’ 及 cd'bb' = de'bb', 
因此 得 
ab'dd’ + cd'bb’ = ba'dd’ + de'bb’, 
或 
(ad + be)B'd’ = (a'd’ + Bb'e')ed, 
这 与 (3) 等 价 . 由 此 显 见 :用 
(4) aj5 十 cj/d = (ad + be) /od 
定义 的 加 法 合成 在 孚 里 是 一 个 单 值 售 成 ， 周 理 可 知 : 如 果 a/5 及 
cf4d 是 分 式 , 蜀 ac/Bd 是 一 个 分 式 . 如 果 aa 一 as /2 及 cd 一 cjd 
天 acjad = a'e'fBp'4. 故 
(5) Cafb) (efd) = ac/bd 
定义 一 个 单 值 乘法 . 
我 们 还 可 和 直接 台 恋 :集合 和 过 周 合成 (4) 及 (5) 成 一 个 交换 环 . 
这 手 炉 十 履 者 来 做 . 此 身 还 可 得 到 : 0/5 = 0/4 是 守 里 的 0, 而 
a/b 的 鳞 元 素 是 (一 a)/6 一 a/( 一 5)。 环 了 3 拥有 恒 等 元 素 。 这 因 
为 ,对 于 他 一 个 5 短 0 及 2 才 0, B15 == dfd, 拓 县 (af)(618) 一 
a6f 妨 二 afb， 歼 bib 一 1。 如果 nm15 尖 0: 则 es 和 0, 故 5 是 ~ 
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个 分 式 ， 因 为 (af5)C5/4) 一 ab/ia 一 1, 区 bla 二 (af5)"， 这 
指出 全 华 每 个 非 涯 元 业 都 是 单位 元 素 。 故 守 基 一 个 域 . 
今 将 中 的 元 素 4 与 分 式 6/2 联系 超 米 ,这 里 是 % 里 任 一 个 
非 雾 元 素 ， 因为 对 于 任 一 个 2 地 0, a5/5 一 ad14， 故 这 个 对 应 大 
单 值 的 ， 避 以 壹 表示 a5/5，, 则 
sta=(ata)b/e = at eB/ 
= (ub +t ab)/e abb + ablb =a+ a, 
及 
ar = aab/b = aab/b = (98/6) (b/d) = aa', 
故 a 一 a 是 -个 同 态 。 我 俩 还 可 直 技 验证 这 映照 是 1 一 1 的 、 于 
是 ,元 素 # 的 集合 揽 决 定 了 的 一 个 子 环 ,与 和 是 周 构 的 。 这 就 证 明 
了 关于 附和 的 下 面 基 本 定 更 ; 
定 淄 2 任 一 个 非 雳 交换 整 区 可 被 角 入 于 一 个 域内 . 
售 玉 史册 :了 是 合 有 并 的 每 如 前 -一 个 极 小 域 ， 这 因为 ,3 的 剑 
一 个 a/5 尼 然 可 写成 
alb 一 (fa8yBJCBA0 = (ab /5 CBBe) = ab. 
环 了， 则 分 式 听 做 有 弄 数 ， 有 理 数 成 此 后 记 作 


习题 38 
1 如果 站 是 一 个 域 , 验 主 : 字 一 下- 
2. 求 吉 : 授 合 相 滑 律 的 任 一 个 交换 个 厨 避税 嵌入 于 一 个 重 内 . 

两 个 拓 广 《1 刚才 所 用 的 方法 可 子 拓 广 ,以 年 : 含有 由 非 雾 
因子 的 元 来 上 所 成 非 空 集合 5 的 任 一 个 交换 环 % 可 被 嵌入 于 一 个 带 
量 等 元 泰 环 内 ,而 以 8 的 元 素 为 单位 元 素 - 

首先 要 褒 的 是 :如 果 sz: 是 一 个 零 因子 , 姑 5 或 者 5s 必 是 一 个 
嘉 因 子 . 故 噶 的 委 法 牛 再 里 , 由 粉 定 的 集合 8 生成 的 子 牢 再不 
合 霸 因子 邻 考 究 二 维 租 (a,v) 的 集合 A X F，aE9l, vEF， 拭 
引入 关系 ~~: 如 果 oz 二 a'v, 关 (a,v)~(a',v')， 因 为 V 不 售 器 
因子 , 改 这 关系 是 一 个 等 价 关 系 . 全 3 = Sy 是 由 这 关系 决定 的 
等 价 类 afz 的 集合 ， 加 法 及 乘法 即 用 上 上面 的 定义 ， 这 样 就 得 一 个 

84， 


于 舍 有 一 个 子 环 抽空 。 下 的 元 素 是 类 了 一 av/v。 环 于 :是 四 
六 且 有 晤 等 元 素 v/vz。 如 果 *E3, 则 对 应 元 素 工 一 sv/v 是 
等 ; 里 一 个 单位 元 来 ; 它 的 族 元 素 是 v/sv. 

(2) 有 一 类 重要 前 非 变 换 束 区 存在 , 它 可 被 嵌 信 于 除 环 内 ,这 
些 就 是 拥有 公 竺 性 盾 的 整 区 . 此 时 , 在 这 种 整 区 里 , 任 两 个 非 震 
元 素 a， 5 都 寡 一 个 公 右 ( 左 ) 伴 w 二 ab' 一 ba' 关 0( 克 二 Ba 二 5 舌 0). 
世 整 区 的 网 天王 题 首 由 奥 尔 (O，Ore) 解 决 。 他 的 作法 与 用 于 
换 载 区 的 作法 相似 ;证 者 欲 知 其 俯 , 可 矢 看 Ore 的 论文 ?、 

最 后 ,我 们 要 提 溉 读者 , 驴 里 菊 夫 《A、Malcev) 全 证 得 : 不 能 
被 嵌入 在 除 环 内 的 非 交 换 整 区 也 是 存在 的 ?. 

3. 分 式 域 的 瞧 一 性 ”他 并 是 一 个 交换 束 区 ,并 会 于 是 宅 的 分 
式 域 . 全 把 站 与 元 类 # 二 a5/2 的 子 环 玉 看 作 癌 一 的 代数 系 ;因此 ， 
就 可 把 和 写作 划 , 把 a 写作 a。 于 是 ,他 里 由 中 生成 的 子 域 就 是 于 
自身 . 仿 将 证 明 : 与 % 有 这 个 其 系 的 任意 两 个 域 必 是 同 枸 的。 更 
确切 地 络 ,我 们 有 下 面 的 定理 , 

定理 3， 今 双 二 1, 2) 是 域 刍 的 一 个 非 震 子 环 , 昔 设 宁 是 
含有 中 的 最 小 子 域 ， 如 果 5 是 纺 到 由 上 的 一 个 同 榴 , 基 6 可 有 
丽 且 只 有 一 种 扩张 成 为 S 到 甩 上 的 一 个 同 构 . 

一 个 集合 的 一 个 映照 扩张 成 为 较 天 集合 的 一 个 映照 是 指 较 大 
集合 上 一 个 映照， 必 施 于 原来 集合 里 各 元 沫 的 效果 与 原来 映照 的 
效果 相同 。 故我 们 要 求 再 到 所 上 -一 个 局 构 王 对 于 所 有 mE 
能 使 of 二 of 今 将 验证 : 瑞 照 
(6) bi af (BI) 5.EM, bs 0, 

就 具有 所 要 求 的 性 盾 ， 首 先 ,因为 多 对 于 是 极 小 域 , 故 信 ,的 任 
一 个 元 素 的 形状 为 maT 于 是 , (6) 对 于 整个 守 是 确定 的 。 奖 则 
(6) 是 单 值 的 . 这 因为 , 假设 m67! 二 clr!, 则 di 二 cb, 并且 


dH 


这 : 
交 


交换 域 里 的 接 性 方程 (Linear equations in nun-commutative field) 
载 在 关 国 数学 记录 (Annals of Math.), 考 32(193) ,463 一 477 真 。 著 着 注 。 

习 包 里 英 堪 :把 一 个 代数 环 嵌 入 于 城 虹 (On the inmersion of an algeoraic ring 
in a field) , 载 在 德 同 数 学 起 隶 (Mathematische Annalen)。 穴 113 (1930)， 
686 一 691 真 . -著者 注 ， 
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好 如 一 c 人 好， 于是， 人 1 一 cf 《21)7', 即 为 所 求 ， 同 更 可 知 : 
如 果 af (89) 二 cf (49), 则 arB7? 一 cid5 故 这 映照 是 1 一 1 的， 
如 果 wb7! 是 ;的 任 ~… 个 元 素 , 即 可 求 得 一 个 本 使 中 一 me 及 -一 
个 所 使 到 一 区; 于 是 , qu5z! 一 af (51)7' 是 一 个 象 ， 故 知 这 映照 
是 加 到 史上 的 一 个 映照 ， 最 后 ,因为 
”0 

一 Cai + cb Bd ) YT 

= Caf dr + ef 87) 67d 

= a (6 + ef Ca}, 


abr dD) = mc 一 Cac) (ba) 
= (of cf Br 7) 
= (af (51) Yt Gd. 
故 为 什 到 3,. 上 的 一 个 辐 构 , 因为 这 个 辣 构 把 ai 二 《a151)27! 映 到 
(Cab) CH = Ab) = a 
所 以 它 是 5 的 -一 个 扩张 . 

今 届 工 是 守 到 和 上 的 任 一 个 同 构 , 宪 在 中 里 与 a 的 效果 一 

致 , 列 

《ea 一 是 (6D3 = aF CE) = af CF 
收 互 是 映 照 (6)。 这 指 田 : 9 的 扩张 成 为 3 到 条 上 的 同 构 是 唯 
-决定 的 ， 定 理 就 完 侈 证 朋 了 . 

第 多 项 式 环 我 们 对 于 研究 含有 -个 特定 子 环 虹 的 环 吕 常 县 
兴趣 ， 将 来 就 会 知道 , 这 强 念 在 域 花 里 特别 多 见 . 在 目前 ,一 个 自 
然 的 问题 是 : 决定 由 % 及 属于 个 的 另 一 个 元 素 x 所 生成 的 一 个 子 
环 [a] 的 精 构 。 为 着 简化 这 个 问题 , 假定 : (1) 3 拥有 恒 等 元 素 
1 《2)16E3[ (3) 对 于 所 有 aeE3 有 wa 二 ou。 形状 如 
(7) ao 十 ai 十 aa 十 十 auto ar€A 
前 任 一 个 元 素 亚 然 属 于 [xj。 我 个 呀 它 做 的 多 项 式 , 必 的 条 数 
mE 

如 果 Bo 十 Bin 十 Bo 十 … 十 5nu” 是 叉 一 个 w 的 多 项 式 , 且 


"+86. 


zm 则 
(8) CE 
+ bot bu Ba 2 + Br”) 
= Ca B60) + Ca t But ee 
十 (am 十 pr]am 十 amte™t! 十 ane”, 


0 匠 是 一 个 多 项 式 ,而 之 erw 的 负 元 素 是 多 项 式 了 《一 a1)wi. 最 
Per Jo 


后 ,因为 (are 7Cizaez7 一 one 故 
(9) (got armt ane te tan) bot be bmi™) 


_ 二 加 十 pz 十 二 oa 
这 里 
(10), Pi= Dab Dab 


i=0 Ed 
玖 多 项 式 双 部 成 为 名 的 一 个 于 环 ， 这 个 子 环 显然 舍 有 3[, 并且 因 
为 合 有 1, 改 w 一 基 一 个 多 项 式 ， 于 是 , 由 及 # 生成 的 环 
[4] 恰好 是 # 的 多 项 式 的 集合 ,它们 的 系数 属于 抑 
如 果 元 素 «关于 外 是 超越 的 , 丈 邹 如 果 光 项 式 关系 


ddnt d+ d=0, dU 
只 部 在 所 有 证 二 0 时 才 成 立 ; 这 种 情形 特别 篇 单 . 此 时 , 两 个 多 


项 式 也 asw 及 也 6m 要 相等 只 有 对 应 系数 a; 与 5b; 相等、 这 因 


为 ;如果 # 之 m, 并 且 ai’ 二 守 biwi, 划 
(四 一 站) + Ca bu tt Can— bm)u™ 
十 ant + ee ons? = 0; 

于 是 ，w 一 已， 人 二 1， 2， 而 at 一 二 一 0. 

如 果 «不是 超越 元 素 , 则 说 : « 关于 子 环 并 是 代数 元 素 ， 要 决 
定 多 项 式 环 的 结构 、 入 要 在 于 有 形状 如 Lx] 的 可 用 的 环 , 这 里 > 
是 超越 元 素 . 在 用 超越 元 索 作 的 多 项 式 扩张 里 ,多 项 式 (7) 决 定 淮 
一 的 序列 (eo, a，…), 宪 附带 有 i 是 充分 大 时 a; 二 0 的 性 盾 . 故 
要 作 [x] ,自然 选 定 下 面 的 步 又 ， 


87 。 


合 站 是 给 定 的 一 个 带 司 等 元 素 环 ,其 合作 是 无 限 序列 
gos al 3, ***) 
的 全 部 。 这 序列 里 只 有 有 限 个 非 寺 项 w。 时 里 元 素 作为 相等 , 必 
须 而 且 只 须 对 于 所 有 iu 二 6:。 委 里 的 加 法 定义 为 
(11) 《ao al az) + CBs Bi, Bas ***) 
= (a + boy m+ by 十 2 ). 
因为 序列 里 从 某 一 项 起 都 是 老 , 故 有 有 端 所 得 的 和 属于 人 .只 关 于 这 
样 加 法 显然 成 交换 淖 ,0 一 《0, 0,…), 开 日 一 《ao 4a，…) 二 
《一 wm, 一 at;“**)。B 里 的 莱 法 定义 为 
《12》 《aoy a1s oz 多加， bys ba, °°) = (po, pis pa ***), 
这 里 的 p; 由 (10) 给 山 。 和 如果 i>w 时 取 a 二 0; j>m 时 取 弓 二 D。 
则 允 之 zm 十 # 时 ,pr 二 0。 故 (12) 的 积 还 是 双 里 一 个 元 素 . 
傅 a= (a0 ab ,B= (bob ) 及 c == (eco, c *), 
则 (ap)c 里 下 标 为 i 的 项 是 
> ( > op) cr ET be 
二 1 二 j++ kticp 
同 理 ，a(e6c) 的 对 应 项 是 
> a( > bre) = > CRA 


MW Rtiem 了 十 下 十 三 一 于 
故 (ab]e 一 al5c)， 仿 此 可 验证 分 配 律 成 立 ， 于 是 ,加 , 十 ,* 是 
一 个 环 . 
由 元 素 
a = (a,0,0,..) 

租 戌 的 子 和 集合 中 是 加 的 一 个 子 环 ,在 对 应 a 一 “下 与 对 则 构 . 故 
对 彼 嵌 大 于 罗 内 、% 的 元 素 1 一 (1,0, …) 在 急 里 具有 恒 等 元 
素 的 作用 . 令 合 * 表 元 素 (0, 1, 9, 0,'…*), 剧 


人 
= C0, 0, 0, 1, 0 0) 
半生 
Ct 
axt = (0,0;,.*, 0, a,0,**) = xta', 


.88 » 


故 # 与 每 个 e《E 台 可 交换 ， 工 且 一 般 元 未 Ca ea- …，ar，0，0， 

…)》 可 写成 

(13) + ar + Ax + a, 

于 是 ,3 二 久 [xj、， 如 果 (13) 等 于 0, 则 (xs …) 一 0 二 是 ， 

所 有 ai 二 0, 从 而 所 有 at 二 0。 这 指出 x 关于 %[ 是 超越 元 素 . 
所 以 ,我 们 可 以 同和 构 环 % 代替 环 ,并且 就 把 前 者 写作 ,此 

外 还 把 元 素 * 写作 *. 因此 , 就 得 所 求 的 号 = [x] ,并且 x 关于 

% 大 超越 的 。 


习 题 39 


1. 今 8* 是 序列 《ao， ai aa，……) 的 全 部 ,oi 《 9[。 关 于 等 式 ,加 法 及 季 法 前 定义 
与 在 环 号 明 的 定义 相同 。 求 证: 号 * 是 一 个 环 。 这 个 环 叫 做 f 上 形式 需 级 数 环 ,此 后 
况 作 外 Cx) 。 

2 倒 5 是 任 一 个 个 列 ,并 全 时 是 任 一 个 环 , 邻 a(s) 是 定义 在 S 上 的 画 数 ， 它 的 
久久 , 且 除 有 也 个。 让， ols) 一 0。 倒车 是 这 样 画 数 os) 的 集合 ， 在 号 里 加 流 及 
桶 法 定义 为 


Cat DO = A + BD), 
(eb) = Del)2Cw). 
受 耳 : 号 是 一 个 环 ,是 做 中 
3， 态 狂 : 由 非 肌 睁 关上 
ae 


5. 多 项 式 环 的 夸 构 “ 含 * 是 基 环 % 上 的 超越 元 素 ,， 而 3L[x] 
是 * 的 多 项 式 环 , 并 合 台 [z] 是 一 个 任意 多 项 式 环 , 卫 吕 是 和 的 
一 个 同 态 象 。 与 前 此 - - 样 ,我 们 假定 这 两 个 环 都 含有 司 等 元 素 , 并 
且 z;,x 各 与 它们 的 系数 环 可 交换 。 合 是 中 到 中 上 的 一 个 确定 
网 态 ， 今 来 证 明 : 这 个 同 态 必 有 而 卫 只 有 一 种 方法 扩张 为 [x] 
到 %[z] -上 的 一 个 同 态 ,而 把 * 映 到 a。 

因为 * 是 超越 的 ， 故 了 L [x] 的 一 个 元 素 必 A 有 而 且 只 有 一 种 方 
法 写成 形状 


法 合成 租 各 的 华 腔 所 决定 的 于 恒 环 是 上 面 所 作 的 环 


mo 二 x 二 dor a 
我 们 用 1(*) 表示 宪 ,大 定义 
fu) 一 古寺 四 ze 二 二， 
显然 f(x) 一 天 (ze)》 定义 了 了 LTx] 到 号 [x] 上 的 -一 个 单 值 映 照 。 如 
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果 g(x) 一 王 0c 则 Hz) 士 8) 一 (ea 十 Bi)x', 而 四 这 个 元 
素 映 到 
Ee Bi) = Dlaf + 8) 
= Dafuit Dor 
再 则 ， 
Hx) g(r) 
一 aobo F Cadi + abo)x 十 《aapa 十 abi + aapo)z2 十 
> (a080)° 十 《aaB + abo)n + Caobs 十 abit bo) wt 
abs talbi tarfb ut abs tad ta Bi) t+ 
= (Daf EE ). 
故 这 映照 是 一 个 同 态 . 如 果 <E 9 显然 ,在 新 的 吗 照 中 仍 有 e 一 ra 
而 且 * 一 ,因此 ,这 映照 满足 我 们 所 有 的 要 求 。 
今 会 于 是 由 [zx] 汉 %[a 上 的 任 一 个 同 态 , 把 * 映 到 a; 且 在 
上 与 9 的 效果 一 致 ， 则 
{Eaix)? = Pau = Par wi 
故 王 与 错 名 定义 的 映 妥 重 合 、 这 坎 证 明了 扩张 的 玲 一 性 、 于 总 ， 
得 下 面 重 要 的 同 态 定理 . 
定理 4， 今 人 [zx] 是 超越 元 素 z 的 多 项 式 环 , 星 分 中 [中 是 任 
意 元 素 “的 多 项 式 环 。 设 5 是 2 到 叱 上 的 一 个 同 态 , 则 a 必 有 
而 且 只 有 一 种 方法 扩张 成 了 [>] 到 WW[w] 上 的 一 个 同 态 王 ， 它 把 
< 耿 到 w 
如 果 寻 二 中 二 , 而 5 是 怖 等 映照 , 则 这 个 定理 指出 : 对 于 
任意 的 x, Mfs] 是 超越 元 素 * 的 多 项 式 坏 MIx] 的 一 个 同 态 象 . 故 
由 同 态 的 基本 定理 知 : Xx] 衬 ML[z] / 见 这 里 司 访 核 办 是 9L[x] 里 
一 个 理想 , 因为 同 态 二 在 并 里 是 恒 等 映照 ,显然 MNR = 0. 今 假 
定 # 也 是 超越 元 素 , 如 果 Ho)2 = 二 0, 则 上 必 有 天 人 一 0; 故 了 (x) 二 0。 
这 指出 办 二 0， 于 是 , 一 是 一 个 同 构 ， 故 得 下 面 的 定理 . 
定理 5， 加 果 x 及 ?7 都 是 由 上 超越 元 素 , 则 afx] 与 MIy] 是 
司 襟 的 。 形状 恕 3[x] 的 任 一 个 环 必 同 灼 于 差 环 由 [z] / 凡 , 这 里 zx 
是 超越 元 素 , 而 见 是 9L[xz] 里 使 见 D 红 一 0 的 一 个 理想 . 


。90 。 


6. 环 4[*] 的 性 贰 ”由 现在 起 , * 将 表示 % 上 一 个 超越 元 苑 , . 

如 果 f(x) 是 [x] 里 一 个 非 雾 多 项 式 , 则 可 翅 成 

Hx) 一 四 十 ax 十 二 worxm 
这 里 mw 六 0， 叫做 f(x) 的 首 项 林 数 ,得 吃 = 做 f(x) 的 次， 如果 
HKs) 一 0, 旭 说 它 的 次 是 一 % ,并 条 用 通常 的 规定 ; 一 % 一 二 
wm, 一 +s= 0, 

如 果 a 不 是 %[ 里 一 个 左 霉 因子 ,而 g(x) 二 By 十 Bx 十"…' 十 
ooxm bm 天 0 期 

FeDg(zy = aobo 十 《ao8 十 mpo)x 十 十 gab tT 
因为 onbw 头 0, 故 区 sgKr) 和 0, 而 且 这 个 多 项 式 是 天 十 2 次 . 
如 果 mm 不 是 一 个 右 雳 因子 ,类 似 烙 果 对 于 g(x)f(x) 也 成 立 。 特别 
是 ， 如 果 所 县 一 个 整 区 ， 则 Lx] 也 是 一 个 整 区 . 再 则 , 设 人 以 deg (x) 
表 7 的 次 数 ， 如 对 于 所 有 6 及 zt， 公式 
(C14) deg flx)g(x) = deg f(x) + deg g(%) 

成 立 ， 这 在 f 交 0 及 g 关 0 的 情形 上 面 已 轻 证 过 .和 如果 f 一 0 或 
者 g 二 0, 则 由 关于 一 % 的 规定 ， 易 知 也 基 成 立 的 ， 我 们 还 要 衣 
出 关于 砍 数 的 下 面 有 用 转 果 : 

(15) deg [f(x) + g(x)] < max (deg 1(%), deg g(x)). 

巾 实数 关系 《14) 可 决定 A[x] 里 单位 元 素 . 这 因为 ， 如 时 
fe) g(x) 二 1， 则 deg Kx) + deg g(x) 一 0， 改 deg f(x) 一 0 二 
deg g(x)、 于 是 , f(x) 二 a EU, 和 并且 gz) 一 EM 这 起 明了 :如 
果 引 是 一 个 整 区 ， 则 sf[x] 轩 仅 有 的 单位 元 素 是 虹 里 的 单位 元 素 
例如 ,要 7 是 台数 环 ， 肥 rlxj 里 仅 有 的 单位 元 二 是 厚 数 十 。 

车 茸 是 一 个 域 , 妇 字 [x] 的 单位 元 素 蚌 邓 的 非 均 元 过 . 

下 就 引 为 一 个 任意 整 区 来 考究 ， 我 们 试图 在 六 [x] 里 建立 除 
法 算法 。 分 gl 二 如 十 Bx 十 十 Bm” 是 任 一 个 非 卉 多 项 
式 ， 宝 的 首 项 和 数 Bm 是 一 个 单位 元 素 ， 说 f(x) 是 任意 多 项 式 , 我 
们 将 验证 :有 多 项 式 qi(x) 及 存在 ， 使 deg ri(z] < deg ge)， 
首 且 
(16) fl#) = qx) gC) 十 re). 
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如 果 deg f(x) < deg g(x). 则 可 办 成 JCx) 二 0， g(x) 十 1x) 以 歼 
得 所 求 的 丙 示 . 今 发 Kx) 一 qo 十 mx 十 … 十 gnx" 的 次 数 # 祁 吉 . 
我 位 可 假定 这 烙 果 对 于 次 数 <<# 的 多 项 式 了 成 立 ; 而 使 用 归纳 法 . 
分 
Hr) 一 arbrix" "g(r) 一 为 (z)。 
卓 J(x) 与 wml g(x) 里 最 大 次 数 的 项 家 是 mxz*, 可 以 相 消 . 故 
deg ji(x) < deg f(x)，。 因此 可 肯 有 一 个 9*(x) 及 次 数 小 于 太 的 -一 
个 nx) 存在 ,使 
f(x) = g(x) gx) + rs). 
于 是 、 
Hx) = ob "g(x) + g(x)gl) + rlx) 
= qi(x)gCx) + rl), 

这 里 g(x) 一 avpzlxer” 十 (xz， 芽 且 deg rz) < deg g(x). 

“ 帮 商 ”q(x) 及 “有余 项 ”ri(x) 是 唯一 的 ， 这 因为 ,假设 

fx) = gx)glx) 十 ralx), deg r(x) < deg g(x), 
草 
[qi(z) 一 2(o]sg(Cz) = ra(z) 一 riCe)。 

由 于 右 铅 的 次 数 < mw, 而 左 端 的 次 数 是 一 o 或 者 > 和 姑 ; 所 以 公共 
什 必 纺 丰 一 % ;从 而 rzCx) 一 me == 0, 井 且 g(x) 一 g(x) 一 0. 

局 样 可 让 : 使 

1(x) = g(x)ga(*) + rx) 

的 " 左 商 ”gs(x) 及 次 数 < deg g(x) 的 “ 左 余 项 ”rs(x) 的 存在 及 唯 
- 性. 

今 如 gz) 二 x 一 c，c 《这 一 情形 来 考究 ， 要 获得 关于 以 
xz 一 < 除 的 余 项 公式 可 用 下 面 恒等式 ; 
(ND) mettre) (re) 

= Gee ext eats + ct), 
=0,1,2,.…). 

这 里 要 知道 : 如 果 二 0， 则 因子 蕊 cw 全 i 二 0， 通 以 ox 左 环 
(17), 并 对 于 过 求 和 ,得 
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fx) 一 ec) = gz 一 c) 
这 里 (xy 一 王 ca 十 cx 十 十 ct 霸 且 
C8) fre) 一 本 十 ae + ze? + ee 十 nc", 
页 Xe)》 = gelx)(z 一 避 ) 十 fale), 而 fa(c) 是 右 祭 项 ， 仿 此 ,使 用 
(17) 的 后 一 形式 , 则 可 证 得 :以 x 一 < 除 得 的 左 余 项 是 
(19) LAC 一 mm 十 cai 十 czaa 汪 十 can 
直 这 些 乡 果 立 得 ; 

办 子 定理 .多项式 (x 一 <) 是 f(x) 的 右 ( 左 ) 因 子 必 须 而 且 
又 须 是 一 个 右 ( 左 ) 报 , 亦 序 如 (ce) 一 0(fi(e) 一 0). 

如 果 引 用 交换 整 区 , 旭 在 上 面 讨 论 中 ,当然 可 把 “ 左 ” 及 “ 右 "学 
删 去 . 如果 外 二 针 是 一 个 域 , 则 除法 算法 可 使 用 于 任意 两 个 多 项 
武 f(x), g(x) 尖 0， 这 个 事实 可 用 以 证 以 下 重要 的 定理 . 

定理 6。 如 果 针 是 一 个 域 , 则 3[x] 里 每 个 理想 都 是 主 理想 . 

证 合 吕 是 3[x] 里 一 个 理 椒 如果 8 二 0, 则 理想 仅 让 0 和 构 
成 :于 是 , 8 一 (0) 是 由 0 生成 的 主 理 粮 。 故 假定 罗 头 9. 全 g(x) 
是 8 里 有 最 小 次 数 的 一 个 非 替 多 项 式 .， 如 果 f(x) 大 多 的 任 一 个 
元 来 , 记 Hx) 一 g(x)gq(x) 十 r(x), 这 里 deg r(x) < deg g(x), 则 
f(x) 二 1(x) 一 g(x)gq(x)&€ 名 ,但 因为 宅 的 次 数 小 于 g(x) 的 次 数 ， 
故 x(*) 二 0. 于是, 1(x) 一 g(x)g(x) 是 属于 主 理想 (sg(z))， 改 
加 Cg(x)). 但 g(x) 《8, 获 又 有 (g(x)) 忆 加 .于 是 ,=(g(x))。 

这 定理 使 我 们 对 于 域 可 得 出 比 定理 5 更 尖 鲁 的 形式 如 次 : 

聚 1。 如 果 守 是 一 个 域 , 则 任 一 个 多 项 式 于 

字 [z] FIx] /Cex)), 
这 里 g(x) 二 0, 或 者 g(x) 是 一 个 多 项 式 ， 其 次 数 为 正 整数 . 

因为 ,如 果 g(x) 是 一 个 0 坎 非 雾 多 项 式 , 剧 可 推 得 (g(*)) 一 
他 x] ; 故 这 情形 的 可 能 性 要 除外 . 

习 是 4 
1 如 时 茂 雪 一 则 二 0 十 十 aptymi 定 网 js 二 四 十 2aag 十 十 Wan 
求证 : 道 常 的 法 由 
Ga = ta, (P=el, ce€d, 
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(一 四 二 Fe- 
32， 求 是 : 烹 卜 尼 获 (Leibni2) 定理 
L3 
oom = 守 () en, 
这 里 1 二 ,49 一 帮 

7. 域 的 简单 扩张 ”本章 所 启发 的 方法 可 用 以 作 任 一 个 葵 定 域 
的 域 扩张 。 我 们 将 要 知道 , 任 一 个 这 样 扩张 可 直 作 一 系列 的 两 
种 区 型 的 季 单 扩张 而 获得 

简单 总 越 扩张 ， 对 于 答 定 城 5, 先 作 多 项 式 环 $[x] ,这 里 * 
是 超越 元 素 ， 我 个 知道 , STx] 是 一 个 总 区 ， 而 不 是 一 个 域 ， 但 
我 仙 能 把 屁 嵌 信 于 它 的 分 式 域 里 。 这 分 式 域 记 作 守 (x), 宇 的 
元 素 对 做 基 域 守 上 zx 的 有 理 式 (有 理 图 数 ). 这 些 元 过 的 形状 为 
f(x) /g(x), 这 里 f(x) 及 g(x) 部 是 多 项 式 ， 并 且 g(x) 夫 0。 通 用 
的 各 计算 法 期 是 成 立 的 . 

简 半 代 数 扩 张 ， 域 的 这 种 扩张 方法 始 创 于 柯 齐 (Cauchy) 把 复 
数 域 C 定义 成 实数 起 R 的 一 种 扩张 . 接 柯 齐 的 方法 , 必 骨 其 环 
C 一 RIzl/(z 十 1), 这 里 (x? 十 1 是 x 十 1 的 信 数 租 成 的 主 理 
想 , 我 们 可 证 : C 是 R 的 一 种 域 扩 胀 , 兴 合 有 方程 x* 十 1 二 0 的 一 
个 根 ， 克 伦 内 克 (Kronecker) 推广 柯 齐 的 方法 , 使 用 于 任 一 个 域 字 
与 任 一 个 多 项 式 f(x) €3[x] ; f(x) 在 这 个 整 区 里 是 不 可 移 ( 厌 ) 多 
项 式 ，f(*) 是 不 可 移 的 意思 是 规 : f(x) 不 能 分 解 为 两 个 正 次 数 的 
多 项 式 的 积 ,这 里 还 假定 deg fr) > 0. 

仿 就 前 面 提出 的 情形 作 差 环 E 一 了 [x]/(4(Cx)) ,这 里 (f(x)) 照 
惯例 表示 贞 f(x) 生 成 的 主 理 想 ， 环 拥有 恤 等 元 素 了 二] +G(x))》 
和 并且 因 为 f(x) 的 次 数 基 正 数 。 故 1 到 0。 今 考究 任 一 个 陪 集 
EC 二 g(x) + (f(x)) 关 0. 全 名 是 形状 如 w(x)g(x) 二 (cfCz) 
前 考生 本 xulx) 及 vlx) 是 字 [x] 里 任意 多 项 式 . 显然 ， 

是 [xj 里 一 个 理想 , 收 甸 一 (d(x))。， 因 为 f(x) 二 0，g(z) 十 
1 fw) E8, 玻 1(x) 一 2) 有 (x)， 于 是 ,2(z) 或 者 是 的 -一 个 
非 才 元 素 , 或 者 是 f(x) 的 一 个 慷 数 (水 即 与 了 的 元 素 之 积 )、 另 --- 
方面 , gCx) E 8, 效 g(x) = ZCx)g(r)。 于 是 ,如果 4(x) 是 fx) 
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的 们 长 , 则 glx) 是 fxz) 的 一 个 倍数 ,这 与 z (5 寺 0 的 谍 发 矛盾. 
效 知 Cx) = 了 是 $ 的 一 个 非 霉 元素. 因为 26 多, 故 这 个 元 素 的 形 
状 是 xCmg(e) 十 v(x)1x)， 设 冬 以 4d, 旧 得 多 项 式 alx), bCx)， 
使 
(20) a + ba) gs) = 1. 
由 关系 (20) 给 出 a(x) f(x) 十 5(x) g(x) 一 IT， 辕 为 fw) 一 0, 故 
5(x) gtx) 一 1 所以, E 的 任 一 个 非 雾 元 素 有 一 个 省 元 素 。 因为 
@ 是 可 交换 的 , 故 @ 是 一 个 域 . 

其 次 要 指 由 : 区 是 于 前 一 个 扩张 。 蔷 考 帘 字 [xz] 到 @ 上 的 自 
然 同 态 gCx) 一 gCeJ。 这 个 映 其 导出 守 到 区 的 一 个 子 环 季 上 的 一 
个 同 态 ， 象 集合 等 是 障 集 子 一 a 十 (f(x)) 的 全 部 , 这 里 eE 宇 ; 故 
巧 包括 工头 0 在 内 ， 另 一 方面 , 和 是 一 个 域 , 故 字 的 同 态 化 或 者 是 
0, 或 者 与 等 基 辣 构 的 . 于 是 , 卫 衬 了 3， 这 样 一 来 , 了 就 被 诺 大 于 人 
内 ， 我 们 照 惯例 把 了 与 了 恒 等 起 来 ,并 以 4 起 陪 集 

末了 ,我 们 指出 ; E 一 等 [z] 直 且 是 适合 方程 1(7) 二 0 的 一 
个 代数 元 素 。 首先 , 如 果 g(x) 是 任 -一 个 多 项 式 , 划 g(x) 一 g(7) 
是 无 的 一 个 多 项 式 , 其 系数 ES， 事实 上 , 容易 知道 ,的 任 一 个 
元 素 可 表 作 3 的 一 个 多 项 式 ， 其 次 数 < deg f(x)。 这 因为 , g(*) 
可 写作 glx) 二 f(x)g(x) 十 +( 攻 ,这 里 deg r(x) < degf(x)， 故 
RC) = 7x) = r(X)， 因为 0 一 jCx) = 了 Cz), 帮工 是 方程 f(x) 
二 0 的 一 个 根 . 

如 果 f(x) 是 可 狗 多 项 式 , 则 差 环 @ 一 至 [*]/(KCe]) 还 是 可 以 
作 的 。 发 je) 二 所 (x)(x)， 这 里 deg f(x) > 0， 则 大同 大 0， 
且 JC EE 但 有) f(x) = x) 二 0。 故此 时 得 出 带 有 非 零 的 
器 因 子 的 -一 个 环 ， 顽 租 如 从, 显然 是 可 交换 的 ， 且 气 有 居 等 元 
EA 


习 题 4 

1 今 翁 一 KofxslyCs +3r 一 2). 求 抬 的 元 娄 
人) (28 + EG 
人 《28 + 47 一 5- 
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列 成 王 的 多 项 式 , 其 次 数 < 3.。 
2。 如果 f(x) 有 -一 个 半 方 因子 (f(x) 一 f(#)]s 扩 (x》，deg 有 (x*) > 0)， 驴 其; 
多 二 全 [x]j(j(x)) 含有 非 零 无 势 元 素 。 


8. 任 售 域 的 辕 构 ”要 分 析 任 一 个 域 3 的 糙 构 , 先 考 察 字 的 最 
小 子 域 囊 , 这 样 域 时 做 3 的 素 域 ， 我 们 知道, 的 任意 个 子 域 的 交 
还 是 一 个 子 域 ， 故 束 城 可 定义 为 和 的 所 有 子 域 的 交 , 

我 们 知道 ,第 含有 1; 故 利 含有 利生 成 的 子 环 [[1]]， 但 我 
们 知道 , 由 1 生成 的 一 个 环 必 与 1 或 I/(m), m > 0 是 同 构 的 (第 
二 章 39)，。 和 如果 与 1/(m) 是 同 构 的 , 则 m 二 p 是 一 个 来 数 。 这 
办 为, 否 旭 I/(m) 有 雾 因子 天 0, 精 果 将 使 [[1]] 有 零 因 子 关 0， 
但 这 对 于 一 个 域 来 退 隶 然 是 不 可 能 的 故 有 下 面 两 种 可 能 性 : 
I [Tt 宕 了 
I TU] 实 I/(p)、 是 素数 
如 果 工 成 立 , 则 [[1]] 是 一 个 整 区 , 但 不 是 一 个 域 ， 政要 获得 素 
域 必 天 取 形 状 如 (m1)(w1)™ 的 元 素 的 全 部 ， 这 里 m, n€1, 大 且 
# 天 0. 故 币 显然 与 有 再 数 域 是 周 构 的 .如 果 工 成 立 , 划 内 友人 tp 
是 一 个 域 , 故 [[1]] 是 一 个 域 。 在 情形 工 下 , 3 显然 有 特征 数 0、 
而 在 情形 工 下 有 特征 数 p. 

欢 届 和 是 季 的 任 一 个 子 域 。 我 们 仿 来 决定 : 由 饮 及 附加 字 
的 元 素 0 (可 能 E9) 所 生成 的 子 域 包 ( 罗 的 糙 构 、 先 卷 完 由 品 及 
8 生成 的 子 环 竺 [0]。， 我 们 知道 ($6 系 1): So[ 全 衬 名 [xz]/CKx))， 
这 里 Hx) = 0 或 者 Ax) 有 正 次 数 ， 理想 (f(x)) 是 同 态 g(x) 一 
8&C9) 的 核 。 今 股 Kx) 是 可 狗 的 , 则 @ 一 ofx]/(f(x)) 不 是 一 个 
束 区 , 故 这 个 可 能 性 要 除外 ;于 是 ,有 有 下面 的 两 种 可 能 性 : 
I [0] SS fx], 
I $0[0] 宕 名 Ix]/CCx))， f(x) 是 不 可 约 的 ， 
如 果 工 成 立 , 则 8 是 超越 元 来 , 井 且 So(9) 与 x 的 有 理 式 域 吧 (x) 
是 同 构 的 。 如 果 工 成立 , 到 (9) 二 0, 改 日 是 代数 元 素 ， 此 时 ， 
因为 务 [z]/Gf(e)) 是 一 个 域 , 故 护 [0] 是 一 个 域 . 于 是 , SoC9) = 
和 [他 。 改 知 无 险 那 一 种 情形 , 56(0) 实质 上 必 有 属于 前 节 所 讨 葵 的 
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浙 的 篇 单 扩张 的 一 种 。 

至 此 , 我 们 知道 : 任 一 个 域 的 素 域 的 特性 及 任 一 个 子 域 ,C9 
的 特性 . 邻 将 指出 ; 任 一 个 域 可 在 素 域 上 接连 用 简单 (代数 或 超越 } 
扩张 建立 起 来 .对 于 一 个 给 定 域 要 项 明 这 个 结果 ,需要 这 个 域 是 尺 
序 的 ?， 无 论 如 倍 , 作 为 下 面 论 点 基础 的 代数 观念 可 由 考虑 可 数 情 
形 而 完 全 揭露 出 来 。 记 以 ,我 们 假定 为 可 数 的 ( 亦 训 为 有 限 的 或 
可 数 无 限 的 ), 井 假设 0 总, 六,… 是 于 的 元 素 的 一 种 三 烈 ， 合 
久 一 币 , 3 一 各 -2), 则 字 一 U9, 并 且 每 个 是 从 全 烃 过 
简单 超越 扩张 或 简单 代数 扩张 得 出 

9. 域 上 多 项 式 的 根 的 个 数 “如果 f(x) 是 系数 在 一 个 域 上 的 
一 个 多 项 式 , 而 cr 是 芒 z) 一 0 的 一 个 根 , 则 fx) 一 (x 一 cDfi(x). 
邻 设 c, 5c2，……*, cm 是 1x) = 0 的 不 同 的 模 ， 以 cs 代 Af(%) 二 
《x 一 cD(x)( 亦 即使 用 同 态 g(x) 一 gle2)), 得 

0= fc 一 (ca chlen). 
因为 cs 关 cu 故 丰 ca) 二 0。 于 是 ,f(x) 一 《x 一 ch(x), 大 县 
fx) = (x 一 cD)(x 一 cr)fx(x)。 这 样 悉 绪 下 去 ,可 证 : 
f(x) = (x ~ cx 一 cx — cm)fn(x). 

由 此 显然 可 推 得 : f(x) 的 次数 # 之 mm。 这 起 明了 下 面 的 定理 . 

定理 7， 如 暴 字 是 一 个 域 , 赣 且 f(x) 是 系数 属于 S 的 n 
《 字 0) 次 多 项 式 , 则 f(x) 在 3 里 至 多 有 +# 个 不 同 的 根 . 


习题 42 
1. 该 a 第 0 (mod p)， 则 同 余 式 mw + ax 十 … 十 artn 二 0 (modp) 在 1 里 
至 多 只 有 ?个 非 而 余 解 . 
2， 各 果 等 是 含有 9 个 元 素 4 的 一 个 有 限 城 ,求证 : 在 守 [x] 里 ， 
Hx) = #4 — x ae 一 Cr oo) 
3。 如 肾 户 是 素数 ,来 误 :《p ~ 1 圭一 1 (tmod 切 . 这 是 做 威 尔 环 (Wilson7 定 理 。 
4， 验 芷 : 多 项 式 x* 一 x 在 1/{6) 时 有 6 个 根 。 
5 险胜 : 多项式 *' 十 工 在 实 四 炎 数 环 妃 里 有 无 限 个 根 . 


10. 多 变 元 多 项 式 ”再 分 和 是 一 个 带 粳 等 元 素 环 , 并 全 外 是 


了 D) 关于 良 序 的 讨 验 , 卷 看 范 德 战 尔 登 (ran der Waerden} 的 “近世 代数 ?(Moderne 
Algebra) 党 1 ,和 版 ,第 作 章 。 一 一 著者 注 。 
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含有 L 的 任 一 个 子 环 . 疏 mi za wm 是 加 的 元 素 , 它们 可 以 
交换 ， 而 且 也 可 与 各 个 <E%[ 交换。 全 并 ni, za zw| 表 由 
及 天 生成 的 子 环 ， 震 记 《(GC3I[w] 7 [za]) [wj 为 对 [wr] [ea] *…* 
[xj , 旭 我 们 可 证 
(21) A ws os 1] = A [al ee]. 
这 在 + 一 1 时 显然 成 立 。 假定 它 对 于 s 一 1 成立, 而 考究 A[ui， 
ts]。 这 个 环 会 有 名 [a za ……, ws] 及 元 素 ws, 故 含有 
[ms wo] [ws]。 友 过 来 并 [zy，"… ws] [as] 是 含有 may to， 
…, zw 的 一 个 子 环 ， 故 它 含有 [at，……, ws]。 于 是 , 由 归纳 法 
假设 得 
A ,ts] = A to] [es] 
= Ala] fw] [ue]. 
由 (21) 或 直接 地 可 见 3lwywz,…… sw] 二 ;2 or 的 多 


台式 
Ea tr 
的 会 休 ,它们 系数 si 属于 中 如 果 形 状 为 
(22) Eoin hr = 0 di EA 


的 关系 只 在 所有 4 竺 于 0 时 才能 成 立 , 姑 说 aa ua， te 是 下 上 
代数 无 关 元 来 。 光 可 就 为 是 超越 元 来 概念 的 推广 ， 因 为 «是 可 交 
换 前 ,显然 这 个 条 件 与 元 素 mt，… ,ww 的 次 序 匹 关 ， 叉 由 定义 
显 见 : 是 名 .上 代数 无 关 元 来 必须 而 且 只 须 它 是 超越 元 素 ， 信 来 
佣 明 下 面 更 一 般 的 精 果 : 

引 再. wy mw， …-， wr 是 时 上 代数 无 关 元 素 必须 而 且 只 须 每 
个 wu = 1 2 r) 是 [ws wm， ,zk 上 超越 元 素 ， 

证 吏 每 个 w(t 二 12，…，7) 是 名 [m4，… ww] 上 超越 
元 素 , 共 发 (22) 成 立 ， 把 这 个 关系 写成 
{23) Det Diw, + Dxd + + Daur = 0, 
这 里 Di = 吕 diy 于 ， 划 每 个 D; = 0。 使 用 归 秽 
法 ， 我 们 可 假定 由 此 能 推 得 a 二 0 对 于 所 有 ia 成 
并 故 wi 虽 代 数 无 关 的 。 反 过 来 ,本 aa oa, …，,m 是 代数 无 关 
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元 素 的 集合 , 大 发 有 形状 如 于 Dni 二 0 的 一 个 关系 ， 当 里 了 6 
Al, ws OT Di = BE di rd zi ， 插 
得 出 忆 必 aa 你 一 0。 于 是 ,对 于 所 有 吉 ， 
得 dey 二 0, 拓 具 对 于 及 有 i D; 一 0， 歼 壤 基 呈 Ln， 
ma -wii] 上 超越 元 素 . 

这 个 引 丙 使 我 们 对 于 任 一 个 给 定 的 带 司 等 元 素 环 % 傅 归 秩 法 
作用 一 个 环 胞 = [xis zz … sz,]， 这 里 xz 是 时 上 代数 无 关 元 
素 ， 这 因为 ,我 们 可 接连 地 作出 环 多 [x!] , afwm] 【xs] ，- …， 这 里 每 
个 闪 是 aa] fet] 一 [es ,ward 上 超越 元 素 . 故 并 [x] 
x] = st[x， . …，xr] 显然 是 所 求 形状 的 环 。 

和 如果 x 是 时 .上 代数 无 美元 素 , 耐 ys(i 一 1,2,… ,7) 也 是 允 
上 代数 无 闫 元素, 则 alx x2，… ,#1] 与 [yy，…… sy1] 是 同 
构 的 这 是 下 面 定理 的 直接 精 果 ， 

定理 8， 今 %4i 一 1，2) 是 一 个 带 恒 等 元 素 环 ， 驻 含 [zz 
zz， x] 是 代数 无 头 元素 xj; 的 多 项 式 环 ， 则 3 到 中 上任 一 
个 同 态 ( 同 裤 ) 习 有 而 且 只 有 一 午 方 法 扩张 为 [x xars 、…* xm] 
到 了 L[xn, xwz，"…， xm] 上 的 一 个 同 态 ( 辐 构 ) ,而 把 xz 观 到 xn(j 二 
1, 2 Mi r). 

在 * 二 1 的 情形 , 前 节 中 已 经 桓 明了。 由 归纳 法 唐 可 扩张 到 
任 窟 的 +; 详 吉 冤 证 让 车 者 来 做 ， 

同样 的 归纳 法 步 马 还 可 得 由 下 面 两 个 竺 果 : (1) 和 如果 如 是 一 个 
整 区 , 则 [41 zz，…，z] 也 是 一 个 整 区 。 (2) 如 果 站 是 一 个 整 
区 , 旧 虹 [xts ma， ,xr] 的 仅 有 单位 元 素 序 是 虹 里 单位 元 素 。 


习题 43 
1. 马 雪 是 代数 无 关 元 察 , 脸 下: 一 个 环 刀 [*， xs，，…, xr] 还 林 直 非 页 整数 志 的 
r 炊 站 (i 二，…, 扩 ) 的 中 下 3 的 3 于 牛 于 环 得 出 ,这 里 合成 是 
人 0 
*11. 对 称 多 项 式 ”发 fx, 总 ，…，zr] 的 元 素 是 代数 无 
美 鑫 。 如 果 zy xz mx 是 zi zxr 的 任 一 个 车 换 ， 到 
然 ML[xiy xz zxr] 一 允 [xvy xz yxr。 改 由 上 面 定理 知 ， 
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侈 照 


《24) a 
是 as 4， zr] 的 一 个 自 同 构 ， 故 x 的 这 棉 
je 


局 有 而 具 只 有 一 种 方法 扩张 为 ix xz，………, xr] 的 一 个 自 辣 物 
o*, 宅 在 名 里 有 恒 等 变换 的 作用 。 

邻 设 4 及 是 一 个 环 的 自 同 构 , 基 积 4B 也 是 一 个 自 同 构 . 在 
特 计 ,如果 a* 及 人 * 是 由 5, 的 元 素 4,7 决定 的 自 同 构 时 ,期 go*r* 
是 [zy xz …，zr] 的 一 个 自 同 构 。 仿 自 同 构 csr* 及 (or)* 施 
于 xi 的 效果 与 占 换 cr 施 于 xi 的 效果 同 , 并 且 对 于 涵 数 环 芽 的 效 
果 是 剧 等 变换 . 故 由 此 知 o*r* 二 (ar)*。 于 是 ， 自 局 构 o* 的 集 
合 三 是 与 对 称 春 5, 同 构 的 一 个 变换 看 . 

如 果 一 个 多 项 式 f《x, x2，*…', xo) 对 于 所 有 o*E€ 乙 都 有 
jo* 二 f, 则 它 叶 做 x* 的 对 称 多 项 式 . 这 种 多 项 式 的 全 体 粗 成 A[x1， 
X29 “Yo] 的 一 个 子 环 全 ， 显 然 , S 己 再 则 多 项 式 

F(x) = (x — A) 2) (x x) 
的 系数 是 对 称 的 。 这 因为 , 我 们 可 把 由 [zi, x2,，*…, xr] 的 自 同 构 
o* 扩 张 成 [x1,……, x1, x] 的 自 同 构 a**, 使 xo** = 二 x， 扩张 
5 于 只 把 F(x) 的 因子 改 排 过 , 故 把 F(x) 上 映 到 宅 自 身 ， 因此 ， 
F(x) 的 系数 对 于 o** 不 变 , 从 而 也 对 于 o* 不 变 。 因为 这 对 于 所 
有 = 者 成立; 故 F(*) 的 承 数 都 是 对 称 的 。 由 计算 这 些 系 数 得 


Re) = pa pa + (ps 
这 里 

丘 二 > Xiy 各 二 > rixy» ps= > XiXFXRY 
(25) 昌 站 < 站 必定 


久 二 2 
Pr 我 们 中 做 初等 对 称 多 项 式 ,并 将 息 胃 S 一 [ps py，…， pr] ,而 
且 忆 是 [上 代数 无 闫 元 琳 . 
方程 一 ae pr …， pr] 的 意义 是 :每 个 对 称 多 项 式 可 
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写成 初等 对 称 莉 数 p; 的 一 个 多 项 式 , 如 果 一 个 多 项 式 星 所 有 项 
extx 和 1 的 全 次 数 二 识 十 包 十 '… 十 序 都 相同 ， 这 样 多 
项 式 中 做 齐 次 多 项 式 ， 因 为 一 个 多 项 式 必 有 而 且 只 有 一 个 方法 写 
为 不 同 次数 的 齐 次 多 项 式 的 和 ,而 且 自 同 构 s* 对 于 次 数 保持 不 变 . 
玖 车 从 x1, x;，"…* ,+s) 是 对 称 多 项 式 ， 显 然 它 的 各 个 齐 次 部 分 也 
是 对 称 的 ， 故 上 面 转 果 只 要 就 齐 灵 多 项 式 来 灵 明 就 可 以 了 . 

今 设 天 i zz，xr) 是 严 灾 齐 灵 对 称 多 项 式 ， 今 对 于 六 次 
单项 式 引 入 尽 典 式 笑 列 ， 亦 即 对 于 axzklzke xxkr 及 5xzfx 和 xy 
如 果 下 一 站 所 一 二 人 但 矶 tt > lnks 之 0), 我 们 就 
认 ax 和 rs 各 xj 高 于 bzfo 和 xp。 例如， xixzrs > x > As 
人 全 axfaxt 2 ztr 是 蛙 的 最 高 项 ， 则 因 f 含有 可 由 axgsx 如 

xxr 经 过 x 的 评 换 而 得 出 所 有 各 项 ， 玖 在 f 的 最 高 项 时 必用 和 之 

和 这 这 大 ， 

今 考 帘 齐 欢 对 称 多 项 式 pl 'p4*" 人 的 最 高 项 。 使 用 (25) 可 
出 这 项 是 
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故 apfrbpke-a ,和 hx 的 最 高 项 与 1 的 最 高 项 相同 ， 于 是 , 齐 次 对 
称 多 项 式 太一 了 一 apkrebi ea .pxr 的 最 高 项 必 低 于 {的 最 高 
项 ， 将 上 面 方法 重复 使 用 于 思 。 因为 低 于 一 个 贸 定 项 的 最 高 项 只 
有 有 限 个 , 故 经 过 有 限 次 使 用 这 方法 ， 就 得 出 用 含 p; 的 多 项 式 来 
表 的 一 个 表示 。 

今 将 指出 初等 对 称 多 项 式 是 代数 无 关 的 . 如 果 合 pi 的 关系 里 
有 系数 六 0， 我 们 考究 cu: 关 0 的 对 应 指数 (力士 ) 的 集 
合 。 引入 

下 一 十 士 帮 二 二 本 各 一直 十 二 

=a 

则 a mnpf'p4 pt' 里 按 注 典 式 六 刚 的 最 高 项 为 warsxiaxta 
吕 。 各 果 ( 帮 ,二 ，… 7) 是 使 ob-4 关 0 的 另 一 个 对 应 指数 


的 集合 , 则 oop 如 pi 的 最 高 项 是 ni 人 x 这 里 
Ea dn 二 4 (i=1,2, 7) 


> 
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如果 对 于 及 有 瑟 起 一 着 ， 则 显然 坊 = 起 改 爹 请 的 项 不 相同 ， 
扩 导 出 会 + 的 最 高 硕 出 不 相同 。 如 果 取 项 sspfp 全 … pL 使 
高 于 其 他 任 -项 二 二 对 
在 户 的 关系 里 只 出 现 次， 这 就 得 出 + 的 一 个 非 当然 关 果 ,而 与 
元 素 * 是 代数 无 关 的 修改 矛盾， 这 贬 明 了 下 面 定 更 的 第 二 部 分 . 

定理 9。 每 个 对 称 多 项 式 可 窝 成 (25) 里 各 个 初等 对 称 多 项 式 
所 的 多 项 或 。 初等 对 称 多 项 式 pi, py, -…，p; 是 六 上 代数 无 关 元 
素 . 每 个 «i 是 虹 [p, pz2，……, p,] 上 代数 元 素 . 

因为 

F(x) = #7 — px!lt + (~—1)’p, = 0, 
故 定 理 的 最 后 部 分 显然 为 半 
习 题 4 


1 来 以 和 针对 称 殉 数 夫 示 ， 避 ，sjje > 习 、 


2. 侈 和 二 IU [Ci py 7 是 一 个 对 换 ， 验 证 和 太一 一 各 。 使 用 这 精 
果 诈 明 ; 和 如果 是 一 个 覃 区 它 有 -个 分 解 是 个 ( 坷 ) 数 个 对 换 的 积 ， 则 Y 的 任 一 个 因子 
分 解 成 对 模 的 积 必 会 著 侧 ( 奇 ] 数 个 对 换 。 

3 航 兽 : 人 ?是 对 称 的 ， 就 + = 3 把 As 用 逢 等 对 称 画 数 表 出 。 

4. 葵 证 : 对 称 多 项 式 一 于 怒 适合 沾 帧 (Newton) 恒等式 

BE piskt 十 加 Rs — -+ (— Dipaist + (—L)tkpk =0 
(= 1 2 9). 
12. 本 数 环 全 是 一 个 任意 非 宏 集 合 ， 荐 全 是 一 个 任意 

环 . 今 论 冤 定义 在 变 区 $ 上 而 变 程 含 于 里 的 图 数 的 人 体 (31,3). 
则 〔9L 3) 的 元 索 1 是 5 到 外 内 的 映照 :一 se)。、《 必 肚 指 出 , 这 
里 了 对 于 :的 效果 规定 记 作 fs), 而 不 记 作 s)， 了 二 g 的 意义 是 
指 : 对 于 所 有 s E38, f(s) = gs)、 售 按 常 例 定义 《, 5) 里 加 法 及 
乘法 为 


(26) 


Cf + 8)(s) = Ks) + gl), 

(fg)(s) = f(g), 
容易 验证 :外 , 5) 与 这 些 合成 租 业 成 一 个 环 ， 这 因为 ,加 法 及 乘 
法 的 千 合 性 、 加 法 的 交换 性 、 及 分 配 律 可 由 时 里 对 应 的 各 定律 导 
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出 ， 镶 各， 
{Cf + E85) = (fs) + ge) as) 
= Rs) + pC)Bs) = (fh + BC 
玻 (f 十 gh 三 扬 十 8%， 对 于 所 有 :使 0(s) = 二 0 的 酚 数 0, 在 加 
法 下 有 虱 等 元 来 的 作用 ,而 一 | 是 对 于 所 有 5 使 (一 站 (5) 二 = 一 (s) 
的 画 数 . 

如 果 4 大 中 前 任 一 个 元 素 , 而 对 于 所 有 使 <(s) 一 4, 则 4 时 
做 常 值 画 数 ， 这 人 可 渭 数 构成 (A, 3) 的 一 个 子 环 ,与 对 是 网 构 的 ， 
这 个 子 训 包 写作 允 ， 如 果 有 悟 等 元 素 ,， 周 与 它 相 应 的 常 值 西数 
在 整个 环 (3L, 3) 里 有 恒 等 元 素 的 作用 . . 

为 简单 计 ， 今 将 假定 六 是 带 恒 等 元 素 的 交换 环 ， 我 们 来 考究 
页 数 环 贡 二 (91, 和) . 工 和 值 画 数 外 , 添 一 个 特别 重要 的 画 数 : 慑 等 
画 数 : 一 *， 我 们 照 习惯 妃 法 用 * 玫 这 个 图 数 策 表 并 里 变 元 *。 因 
为 也 旦 可 交换 的 ,这 西数 与 常 值 光 数 可 以 交换 。 由 常 值 画 数 及 恒 
等 汞 数 生成 的 环 Xi:] 的 元 深 叶 做 单 变 多 项 本 数 ， 如 果 

fx) = oo + ax + 十 x” 
是 [x] 的 一 个 元 来 ,这 里 x 是 超越 的 , 则 六 s) 是 把 * 映 乔 红 里 元 
素 mm 十 ar 十 …' 十 aoz 的 图 数 ,并且 并 [s] 是 这 些 画 数 的 全 体 ， 

两 数 * 主编 是 % 上 超越 元 素 ， 如 果 允 是 拥有 元 素 ma， 
aa 的 一 个 有 限 环 , 旭 多 项 式 
{27) Bx) = (x 一 sr 一 ax 一 or) 关 0， 

但 画 数 

(28) Ms) ={s— als a).(s— a) = 0, 

这 国 为 对 于 所 有 Eu 显然 元 素 hs) 二 0。 我 们 知道 , 如 果 外 是 
一 个 有 限 域 , 则 2x) = x 一 x (习题 条 第 2 题 ). 

另 一 方面 .我 们 来 验证 : 如 果 引 二 针 是 一 个 无 限 域 , 则 授 等 男 
数 是 超越 的 。 这 是 定理 7 ($ 9) 的 一 个 看 接 推论 ，。 这 因为 ,如 果 
fw) 于 于 [x*| 里 -个 非 雾 多 项 式 ， 旭 村里 只 有 有 限 个 元 素 能 使 
f(s) 二 0。 改 存在 元 来 cE€5, 使 Hc) 闪 0。， 这 意味 着 图 数 人 s) 冯 0 
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及 * 是 超越 的 。 

多 次 元 多 项 男 数 的 定义 是 上 面 定义 的 直接 推广 今 从 > 维 扔 
(cb py sa) 的 集合 3 二 7 出发， 这 里 ss € 1, 并 考究 男 数 环 
有 二 (A, A9)， 我 们 在 这 个 环 里 取 由 
(C29) 《sb 5 
定义 的 特殊 画 数 w， 然 后 定义 ， 变 元 多 项 丽 数 为 由 常数 疝 数 及 + 
个 图 数 5 生成 的 环 [si ws,"… sr] 的 元 素 ， 显然 , 5; 可 相互 交 
换 , 且 与 常数 图 数 也 可 交换、 

如 果 大 zi za … xzr)Eg[xiy xy zz]， 这 里 x; 是 代数 
无 关 元 素 , 则 图 数 f(s, wm，'…，zr) 的 意义 是 显然 的 ， 这 男 数 是 一 
个 多 项 图 数 ,并 且 每 个 多 项 疯 数 都 可 依 这 个 方法 得 出 。 

如 打包 是 9 个 元 素 a; 的 一 个 有 限 环 , 则 

As = C5 — a (si — a2) si — ag) = 0. 
改 图 数 5, 5s，…… ,5 关于 常 值 沙 数 的 子 环 是 代数 相关 的 ， 与 这 个 
革 打 对 照 ,我 们 将 证 明 : 如 果 字 是 一 个 无 限 域 , 则 画 数 s; 是 代数 元 
关 ， 这 个 畏 果 与 下 面 的 定理 等 价 : 

定理 10。 如 果 3 是 一 个 无 限 域 , 并 且 f(x1, za，……，xr) 是 多 
项 整 区 S[x,, xz,"… ,xr] 里 一 个 着 震 多 项 式 , x: 是 代数 无 关 元 素 ， 
别针 里 有 元 索 cb ca -cr 存在 ,使 Xe ca … ,er) 和 0 

证 >=I 情 形 上 备 已 径 证 明了 故 可 假定 这 定理 对 于 "一 1 
个 * 成 立 . 把 大 zi za …，xr) 写成 

flxis za "3 Xr) = Bot Bixr +t Br? +t *** + Box?, 
这 里 如 ES[xri xz xz 我 们 还 可 屋 Bs 三 Bs(xis za 
ze) 天 0。 于 是 ,由 归 业 法 假发 知 : 和 里 有 元 素 c; 存在 ,使 Bcl 
cc 天 0， 夏 

Her: ca err-b xz) = BoCciy ca er 
+ BiKci ca eos err 十 
十 Bekciy Cay 77, eri)r? FO. 
所 以 我 们 可 选取 一 个 值 x 二 cr, 使 fa os， ,cr 天 0。 
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习题 生 


4。 来 牙 定 理 10 的 拓 广 定理 :如 果 六 zs, xs xz》 是 一 个 多 硕 式 ,其 系数 区 了 一 
个 无 限 坊 了; 如果 能 使 易 一 个 非 夫 多 项 式 #Cx， xe，…， xm] 的 人 gen oo 
的 所 有 (er, cy，…s cr) 都 使 Kely co fms me = 

2 邻 信 是 含有 49 个 元 业 的 一 个 fx xn 2 ay) 是 一 个 间 芝 
多 项 式 ,对 于 每 个 < 的 次 数 部 < 9， 则 各 你 Xe co or) 关 0。 

下 面 各 题 里 的 孝 与 第 2 题 的 守 相同 。 

3。 来 证: 每 个 7 变 元 ( 守 'n 的 元 素 ) 耐 数 是 一 个 多 项 梧 数 。 

《提示 : 校 列 隔 数 的 集合 及 多 项 商 数 的 集合 .) 

4。 肪 证 ; [x xss…s zxr] 里 任 一 个 多 项 式 可 写成 形状 


宇 Be ay 59 一行 ) + oo fa ees x )s 


这 里 go 对 于 每 个 后 的 次 数 < 4 

5. 求 证: 如 果 加 (如 x3，…， pr) 是 一 个 多 项 式 ， 使 画 数 (si mi …， sr) 一 0， 
则 加 (vrs ze， xzr) 阿 写成 形状 gi (zy zas yxr(z8 一 +). 

6. 全 大 ri ma …， 和 ) 是 一 个 多 项 式 ,使 所 0，0，…，0) = 0, 着 且 对 于 所 有 

《eu ca os ez) 4 (0 0, es 0), 
都 有 fa cx， ~…, er) 寺 0、 求 息 : 如 果 
Re aa -so 

期 当 (ct ce) 一 (0 0 0 时，F(coer cr) 一 1; 在 其 他 情形 时 
Faly cs er 一 0 

7. 脓 诈 : 第 6 题 的 F 与 

了 = 一代 一 xD 一 只 


次 定 同一 图 数 。 半 是 证 明 : deg F 守 r(q 一 1) 《这 里 ，deg 已 一 的 总 次 数 )。 

8 求证 向 年 - 撞 发 茶 〔Artin-Chevalley) 定 理 : 倒 fmrs x*o，…; 47) 是 2 (< 人 
次 多 项 式 ,并 商 (0, 0， …，0) = 0。 则 有 一 个 (cls Cas …， er) 沪 (0，0,…，0) 让 在 
使 让 cy as; 67) 一 0 
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第 章 
因子 分 解 的 初等 理论 


本 章 容 究 一 个 痊 定 交换 整 区 的 元 训 分 解 为 不 可 物 元 素 之 积 的 
交通。 在 若干 重要 整 区 里 ， 这 样 因子 分 解 对 于 所 有 非 革 位 元 素 基 
存在 的 , 且 在 某 种 意义 下 ,因子 分 解 的 唯一 性 成 立 。 在 这 些 事例 昌 
我 们 可 决定 一 个 葵 定 元 类 的 所 有 因 闻 ,从 而 可 得 关于 ax 一 形 方 
程 的 可 解 性 的 简单 条 阵 。 央 为 这 里 要 诗 认 的 因子 分 解 的 理 答 是 与 
一 个 交换 散 区 里 非 雳 元 素 的 华 焉 相 牵 包 的 一 个 秀 粹 乘法 理 答 ， 故 
我 们 从 企 酝 的 因子 分 解 理 洽 闵 起 ,更 易 朋 了 ， 

工 因子 , 相 伸 元 赛 ,不 可 移 元 赛 ” 合 台 是 一 个 任意 交换 补 便 ， 
拥有 一 个 慑 等 元 素 1, 并 适合 相 消 律 ， 如 果 4 表 6 的 单位 元 素 的 
集合 , 则 知 上 是 5 的 一 个 子 一 。 

如 虹 4 及 5 是 的 元 烷 , 关 且 S 里 存在 一 个 元 来 使 4 一 sc， 
则 5 叶 做 < 的 一 个 因子 ,或 除 式 ， 如 果 是 = 的 一 个 因子 ,我 们 如 
作 bla， 这 种 关系 易 知 是 传递 的 ， 并 且 是 友 身 的 元素 «是 一 个 
单位 元 过 , 必须 而 且 只 须 “| !， 因 为 单位 元 索 是 6 的 每 个 元 素 的 
因子 , 改 它们 是 当然 因子 ， 如 果 als， 拓 且 sja, 这 种 元 素 叶 做 相 
种 元 来. 对 于 这 种 关系 的 条 件 是 : 6 = anse 二 io, 改 4 一 mm 二 
sou， 由 相 消 律 得 ou 一 1. 故 4 与 5 的 差别 只 是 单位 元 党 的 因子 . 
赣 定 理 也 易 知 成 立 : 并且 相伴 性 是 一 个 等 价 关 条 也 是 显然 的 ， 如 
果 “ 与 5 大 相 促 元 来, 剧 记 作 a~6， 

如 淋 5|a， 者 且 5 不 是 一 个 单位 元 来, 也 不 是 a 的 相 件 元 来 ， 
则 宫 5 是 a 的 撤 因 子 ;此 时 ，a 一 bc， 俐 。 钱 不 是 单位 元 来 ,也 不 
是 “的 相伴 元 索 ， 改 “ 也 是 。 的 一 个 趴 因子 。 如 打 «是 间 位 元 
尝 , 而 "= “ie， 则 易 知 "及 必 都 是 单位 元素。 故 6 的 单位 元 机 
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无 凌 因 子 . 

如 果 a 不 及 单位 元 素 ,着 且 在 马里 无 迟 因 子 , 旭 « 时 做 不 可 移 

2. 离 斯 中 型” 如 果 交 换 牛 看 S 的 一 个 元 来 a 有 一 个 因子 分 
解 a 二 pip……p;， 这 里 p: 晨 不 可 物 元 素 ， 则 a 还 有 因子 分 解 
4 二 pp pr， 这 里 首 一 ap， 而 wi 是 使 wor……us 二 1 的 单 
位 元 素 ， 显 然 是 不 可 用 的 。 所以, 如 果 全 有 去 1 的 单位 元 素 ， 
并 且 > 1， 则 常 可 如 上 上 面 指出 的 方式 改变 -一 个 因子 分 解 ， 以 得 
出 脸 定 元 素 的 其 他 因子 分 解 . 新 的 因子 分 解 敌 崔 为 与 原来 的 因子 
分 解 实质 上 相同 ;并 且 “ 分 解 为 不 可 糙 元 素 的 一 个 因子 分 解 a 一 
pipa py 后 ,如 果 还 有 任意 其 他 分 解 为 不 可 狗 元 串 pi 的 因子 分 解 
一 省 人 就 必须 :二 s, 而 且 p; 多 过 适宜 改 条 后 有 pi~pi 
时 , 则 我 们 貌 a = pip2… "pp 是 实 玻 上 唯一 的 因子 分 解 ， 今 使 用 这 
个 构 仿 来 迟 下 面 的 定义 ， 

定义 页， 如 果 (1) 件 司马 是 可 交换 的 ,拥有 一 个 恒 等 元 烷 , 并 
且 适 合 相 滑 律 ;(2) 它 的 每 个 非 单 位 元 素 可 分 解 为 不 可 和 欧元 素 的 因 
于 分 解 , 且 实 盾 上 唯一 的 , 则 S 时 做 高 斯 (Gauss) 宇 到， 如 果 一 个 
整 区 里 非 需 元 素 的 御 恒 是 高 斯 牢 便 , 则 这 个 整 区 叶 做 高 斯 骚 区 . 

本 章 的 主要 日 的 是 验证 :若干 重要 类 型 的 整 区 都 是 高 斯 整 区 ， 
至 于 这 性 质 不 是 每 个 整 区 扩 道 有 ,可 由 下 面 的 例子 看 出 . 

例 。 今 台 一 7 [Y 二 5], 这 是 形状 如 a 十 bv 一 5 的 复数 的 集合 ， 这 里 4 及 5 是 


整数 .我 们 易 知 ，%i 是 复数 域 的 一 个 子 环 , 故 站 是 一 个 交换 验 区 ， 久 还 有 恒 等 元 素 
1=1+0V-3. 

9L 的 算术 的 考 各 可 由 介绍 这 转 区 的 苑 素 的 路 而 大 为 省 事 : 如 果 + 二 4 十 BV 一 3， 
我 们 定义 7 的 中 是 N(7) = rf 二 a + 55*。 它 其 乘 法 贾 数 , 即 : N(xs) = NCP)NCs). 
对 于 站 里 非 零 苑 素 , 中 的 值 部 是 正 台 数 . 

践 销 先 用 距 来 风 定 半 的 单位 元 素 ， 如 虹 rs 一 1， 则 NODJNG) 二 NOCD) 
帮 NG) 二 十 5 六 二 1. 于 是 , 4 三 土 1, 而 5 二 0. 故 ” 一 十 1. 

由 此 可 见 ，%[ 里 一 个 元 索 的 哗 一 相伴 元 素 时 它 自 簿 及 它 的 收 元 圳 。 

今 考 完 两 种 因子 分 解 

9=3 ,3 一 (2+w 一 5)(2 一 w 一 5).。 

国 于 3 及 2 汗 V 3 都 是 不 可 移 的 。 这 因为 , 俱 训 3 一 re。 则 9 一 N(3)=NCONG). 
于 是 ,Nlr) 一 1,3， 或 9, 但 ， 如果 Nm) 二 3, 则 十 5 她 二 3， 此 时 要 a 及 8 为 
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整数 是 不 可 能 的 。 故 N(r) 一 1, 或 着 N(P) 一 9 而 NCs) 一 1。 由 前 者 得 一， 
由 后 者 得 一 {， 园 理 可 知 2 十 /二 5 也 是 不 林 光 的。 故此 时 分 解 为 不 可 航 元 索 有 
持 上 不 同 的 两 种 分 解 , 故 六 不 是 高 斯 牲 区 。 

在 任 一 个 高 斯 中 一 5 里 ,假定 一 个 给 定 的 非 单位 元 素 “分解 
为 不 可 狗 元 索 的 因子 分 解 是 已 知 时 , 则 我 们 除 单 位 因子 不 耐 外 ,可 
决定 a 的 所 有 因子 .这 因为 ， 如 果 a = pipa"…*p:， 这 里 ps 是 不 
可 先 元 素 , 并 且 如 果 a 二 bc， 这 里 5 二 pip pc 二 所 
如 ， 而 py 及 px 都 是 不 可 物 元 素 , 则 

a = pp ps = Pipa pp pI py 
由 唯一 性 知 : p;~p;;， 这 里 1 天生 了 时 让 天 克 于 是 ,22pppi 
ps。 故 4 的 任 一 子 是 由 这 样 得 来 2 个 积 中 的 一 个 的 相伴 元 
素 ， 如 果 “的 不 可 移 因 子 的 个 数 * 叫做 4 的 长 , 剧 还 知道 : 4 的 征 
一 个 里 因 子 的 长 必 比 4 的 长 小 ， 政 任 一 个 高 斯 秆 葡 显 然 适 合 下 面 
的 条 件 : 

A.《 因 子 链条 件 ). 6 不 能 含有 这 样 的 无 限 序 烈 a1,as,"… ,这 
里 每 个 sin 是 si 的 一 个 站 因子 。 

今 将 验证 由 这 个 条 件 及 另 一 个 条 件 就 可 确定 拥有 居 等 元 素 及 
相 消 律 的 交换 定常 是 高 斯 中 替 .。 这 另 一 个 条 件 含 有 素 元 素 的 灶 
念 ， 如果 5 的 一 个 元 素 ? 能 除 尽 任 -- 个 积 咯 ， 则 必 能 除 尽 4 与 
2 中 的 -一 个 ;具有 这 样 性 质 的 元 素 ? 叫做 素 元 素 ， 于 是 , 另 一 个 打 
各 可 述 如 灵 ; 

B. 全 的 每 个 不 可 笠 元 素 是 素 元 素 . 

条 件 A 保 芋 名 里 任 一 个 非 单 位 元 素 分 解 为 不 可 狗 元 素 的 一 个 
因子 分 解 的 存在 ， 合 4 是 一 个 非 单位 元 素 ， 今 先 验 证 a 有 一 个 不 
可 狗 因 子 。 如果 < 自身 是 不 可 狗 的 , 则 无 须 证 明了 ; 否 刚 , 合 a 一 
a51， 这 里 mm 是 一 个 芙 因子， 条 粮 这 样 下 去 ,就 得 一 个 序列 ,其 中 
每 个 a; 是 a;-! 的 一 个 车 因子 .由 A 知 , 释 过 有 限 次 进行 后 , 就 
应 该 停止 下 来 ， 如 柴 a。 是 末 项 , 则 ax。 是 不 可 葛 的 ,并 且 an1a. 

今 全 mm 二 Pi， 写 一 pad。 如果 a 是 一 个 单位 元 素 , 则 4 
是 不 可 和 区 的 。 否则 ，a = pua”， 这 里 p: 是 不 可 鹊 的 。 炎 纺 这 样 
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号 ,序列 a, aa" … 里 每 个 都 是 前 -个 的 凌 因 子 ， 工 且 每 个 

= pia 中 ， 而 pi 是 不 可 物 的 。 这 方法 于 达到 一 个 不 可 犁 元 
案 ai” = ps 时 称 目 ,于 蚌 ， 

a= pe = pipre” = + = piba “ps, 
这 里 p: 是 不 可 简 的 , 
其 欢 ,我 们 要 验证 :条 件 8B 保证 分 解 为 不 可 和 锡 元 素 的 因子 分 解 

的 叭 一 性 。 这 因为 , 合 
(1) a = pipa “ps = Pips pt 
是 同一 个 元 素 分 解 为 不 可 和 蒋 因子 的 两 种 因子 分 解 ， 并 设 任 一 个 元 
来 分 解 为 ， 一 1 个 不 可 狗 元 素 的 因子 分 解 时 ,实质 上 这 种 分 解 是 
唯一 前 ， 了 于 是 ， 因 为 (1) 时 元素 p， 是 不 可 和 弧 的 , 故 由 B 知 它 是 : 
元 泰 . 条 单 的 归 灿 法 险 证 指出 : 如 果 p, 可 除 尽 二 个 以 上 的 因子 
之 积 , 划 必 能 除 尽 其 中 一 个 因子 。 由 此 可 推 得 pi 可 除 尽 p; 中 的 
一 个 、 我 们 如 果 在 必要 时 把 p” 改 粮 , 就 不 妨 假定 p; 可 彼 刀 除 
尽 。 因 为 pi 与 六 都 是 不 可 和 的 , 故 外 一 ai。 了 于是， 站 = pi 
这 里 za 是 一 个 单位 元 素 。 以 此 代入 (1) 的 第 二 种 因子 分 解 里 , 并 
把 p; 相 消 ,得 


Paps* “pr = uprpy * “pr, 

合 
DR 

则 

A 
这 时 所 是 不 可 物 的 ， 由 归 稿 法 假设 得 s 一 1 二 一 1, 竺 且 在 
p' 适当 改 乱 后 得 p! ~p;. 栈 s 二 tt, 大 生 pi~pi ~p, (i 二 2,3， 
ss), 


习 是 45 


1. 驻 证 : 1 [Y 一 5] 适合 A. 

2. 会 时 是 mrea 十 at 十 … 中 moren 的 集合 ,这 里 4 是 城 他 里 任 佐 元 党。 
而 oi 是 非 黄 的 有 理 数 。 售 甘 遂 方式 定义 加 法 ,并 以 zez8 一 ?48 定义 采 法 。 及 站; 
站 是 带 臣 等 元 素 的 一 个 交接 至 必 ; 知 脸 荐 : 氏 的 元 索 * 不 是 一 个 单位 元 灌 ， 但 这 元 素 
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到 能 分 解 为 不 可 移 元 当 . 
3- 验 兽 : 条 件 卫 在 任 一 个 高 斯 中 至 里 成 立 。 

3. 最 大 公 因 子 兮 “是 高 斯 中 筑 S 的 一 个 元 素 ， 琢 在 < 的 
因子 分 入 时 把 要 伸 的 不 可 鸥 因子 合 余 起 米 , 待 一 个 因子 分 解 
《2) 4 = uprprpr, 

此 时 ,不 可 欧元 素 p,,"…,p， 里 没有 两 仿 是 相 伞 的 ，e 基 下 整数 ， 
# 是 一 个 单位 元 素 ， 显 然 ，= 的 因子 的 形状 是 wpri pz pe'， 
这 里 w 是 一 售 单 位 元 至 ,而 eo: 是 适合 0 所 of 所 的 整数 . 

我 们 还 易 知 :如 果 4 及 5 是 任 音 两 全 非 半 位 元 素 , 则 可 用 同样 

的 非 相 件 元 素 表 男 , 亦 序 可 号 成 

人 一 uptph*pr, b= wpliph. pe 
这 里 x 及 "是 单位 元 素 , 耐 e; 及 所 都 是 之 0. 今 考究 元 素 

d= php pl, gi = min(eisfi), 
显然 gla,4j8。 再 区 ,如 果 cla,， cl5， 期 ec 一 wphip……pt:, 这 
里 ww 是 一 个 单位 元 素 , 而 名 所 eisfi; 故 右 所 gi， 并且 cld， 这 
意味 着 ,元 素 2 按 下 列 的 定义 是 a 与 5 的 最 大 公 因 子 ， 

定义 2。 如 果 8 的 元 素 4 对 于 元 素 4a,5 适合 dla 及 zl2， 
工 且 任 一 全 元 素 “ 适合 cj< 及 cj6, 就 一 定 是 4 的 因子 时 ,d 叫做 
< 与 5 的 最 大 公 因 子 ( 往 写 作 g.c.d.). 

如 果 是 4 与 5 的 最 大 公 因 了 于， 则 wd 也 是 4 与 5 的 最 大 公 
因子 ,这 里 4 是 一 个 单位 元 素 ， 反 过 来 , 如 果 了 是 4 与 5 的 任 一 
个 最 大 公关 子 , 剧 了 引 z， 井 且 dl4, 故 dm~d'， 子 是 ， 最 大 公 因 
子 除 一 个 单位 因子 的 差别 外 ,是 完全 决定 的 ， 为 方便 庄 ，e 与 的 
性 一 个 最 大 公办 地 记 作 (a,5). 

今 将 验证 : 任意 定价 S 里 ， 从 每 两 个 元 素 的 最 大 公 因 子 的 在 
在 可 推 得 SS 活 合 条 件 B. 因此 , 坝 5 是 拥有 居 等 元 素 及 相 消 律 的 
任 一 个 交 柳 蕴 , 使 

C. 与 里 每 两 个 元 燥 a, 5 在 S 星 有 一 个 最 大 公 因 子 . 

我 们 要 验 姓 : SS 里 每 个 不 可 狗 元 素 是 素 元 来 。 和 欲 达 到 这 甩 
的 ,需要 几 个 简单 引 理 . 
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引 理 1， 如 果 条 件 C 在 和 里 成 立 ， 则 5 里 任意 有 限 个 元 素 
必 有 一 个 最 关公 因子 . 

会 2,5,c E65, 振 合 + 一 (a,(5,c)), 虽 *|a, 着 且 r|(5,c)， 
从 而 115, rie, 叉车 sja,8,c， 则 sla, 并 且 s1 (pc)， 故 zl(a， 
《5,c))， 这 指出 r+ 二 (a,《5,c)) 是 as)2 及 < 的 一 个 最 大 公 因 子 . 
类 仆 论 让 对 于 三 个 流 上 的 元 素 也 成 立 。 再 则 ((a,5),c) 显然 也 是 
4565 及 6 的 一 个 最 天公 因子 . 这 臣 明 了 

引 理 2.。 (a,(6,c))~ (Ca,6),e). 

其 次 ,证 朋 

引 理 3. ca,6)~(ca,ed). 

让 全 2=(s,6) 及 ee=(caqycb)， 则 cdlca, cd|cb; 故 
cdie， 友 过 粽 , 因 ca 一 er， 及 c6 二 ey. 如果。 二 cdu, 刚 

ca= cdux, eb = ediy. 
效 a 二 dux， 5 二 duy， 因 中 ， dun|a, du|5b。 故 du|d. 而 “是 一 
个 单位 元 素 、 这 姓 朋 了 cla,8)~(ca,cb)。 

引 理 4.。 如 果 (4,5)~1, 及 (ayc)~1, 若 (eac)w1 

证 如 果 (a,5)~1l, 则 (ac, bc)~e, 玫 1~(a,e) ~(a， 
Cacsbe)) ~ (ane) Be) ~ Ca be), 

今 股 是 不 可 和 葛 的 , 并 订 4 与 5 是 S 的 元 素 使 pla5， 因 为 
?是 不 可 罗 的 ,而 (psa) 是 4 的 一 个 因子 , 故 (p,a)~p, 或 者 (p,a) 
~1， 同 理 ,《p,5)~p, 或 者 (p,6)~1， 但 从 (pa)~~1 及 (区 一 1 
可 由 引 理 4 导 进 《p,ab)~1, 该 与 (p,a5)~p 耶 盾 ， 歼 (p49)~p， 
或 者 (p,6)~p， 于 是 , pja, 或 者 p18。 这 钙 明 了 条 件 B。 由 前 节 
畏 果 ,得 下 面 的 定理 

定理 1。 如 果 6 是 一 个 拥有 粳 等 元 素 及 想 清 律 的 交换 咎 葵 ， 
并 且 全 省 合 A 及 C , 则 6 是 高 斯 牛 于 . 

由 引 论 知 ， 正 整数 及 整数 整 区 的 折价 具有 最 大 公 因 子 的 性 盾 
C，、 叉 由 稳 对 值 的 游 罕 ， 易 知人 A 在 这 些 代 数 了 里 也 成 立 。 故 它 个 
是 高 斯 整 区 ， 


1 


习 题 47 


1， 各 时 元 素 坊 对 于 元 素 a,8 具有 elmr, my， 产 月 适合 ejn, Bl 

素 4 一 定 右 ml# 时 , 则 刀 直 做 4 六 六 的 最 小 公 舍 ( 随 写 作 1.c.m.). 
江 意 两 个 苑 素 有 一 
2, 如 朵 G 
a6b; 其 证 ; [a,(8,c) 
3 如果 记 是 一 个 正 ; 
人 


训 朗 和 滥 除 。 由 此 就 明 : 


使 [a,8] 表 4 六 5 的 一 个 4.cm., 求 址 ; (a,8)[#5] 一 
[a,bl,[e,e)). 
式 采 数 
Disp -DD) 
F 数 2 的 任 一 个 交 模 环 星 ,对 于 所 有 4 及 如 ， 

(et BP=ath 
成 立 . 
4， 正 整数 的 歌 比 饲 斯 《Mabius) 画 数 KGz) 定义 为 :《e)R(1) 一 1,(B) 如 果 关 
古方 因子 ， 风 风 四 一 0，(e) 如 果 各 不 售 有 不 广 因子， 而 :是 # 的 医 , 剧 p(n) 
一 《一 Dr。 求 让 :LC#) 是 畸 法 可 数 ， 亦 即 : 如果 《589) 工区 p40 一 
GD 


(a =1 1 一 上 时 )， 
下 0 0 (> 工时 )》. 
5、 茧 明 : 点 比 高 斯 太 注 公式 ; 姑 果 fCw) 是 正 整数 的 一 个 图 数 ， 其 秆 大 于 一 个 环 
里 ,并 及 
sa) = DB fd), 


也 
则 
Hm) = 三 ] ea). 
Cn) 三 43) eC 
6， 如果 中 (wm) 是 欧 拉 中 澡 dE 
v0 = 4S). 
如 
( 参 音 习 是 13 第 3 题 )， 


4. 主 理 想 整 区 全 是 带 恒 等 元 来 的 交换 整 区 ， 我 们 党 把 
主 理 想 (&) 定 义 为 % 里 含有 元 素 6 的 最 小 理想 ， 因 为 % 有 一 个 恒 
等 元 索 ;, 故 (5&) 与 元 素 忆 的 倍数 bx 的 全 体重 合 .但 1a 意 唆 状 
4 一 bc & (5), 耐 这 精 果 与 要 求 (a) SG (56) 是 等 价 的 。 我 们 还 得 指 
出 : 如 果 (a) 一 (8), 卓 5b|a, 并 且 el2， 故 a~b， 反 过 来 也 是 黄 
的 . 故 知 :5 是 a 的 一 个 痢 因 子 必须 而 且 只 须 (4a)CC5)， 故 关于 整 
区 % 的 因子 链条 件 A 可 说 成 下 面 关于 理想 的 链条 件 : 

A'. 由 不 含有 无 限 兵 上 升 理想 链 (ac(CaDC(o)C 
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如 果 一 个 带 屋 等 元 过 的 安 换 整 洋 押 含 的 理想 都 是 主 理想 . 
这 种 整 区 呀 做 主 理想 吾 区 今 将 考究 这 种 缉 区 ， 本 节 超 证明: 每 
个 主 理 想 整 区 是 高 斯 吝 区 . 

首先 征明 A', 分 (a) 和 (gy)S (Ca) CS.… 是 寻思 一 个 元 限 上 
开 更 根 链 .分 串 == Utaj) 是 《aD 的 余人 入, 草 加 是 外 于 一 个 理想 . 
这 因为 , 合 51,6 加 ,居所 ELa4) ,562E 《aD)， 我 们 可 家人 二 于 
是 , BybzE (4q)， 郁 抽 一 如 & 《1), 并 且 对 于 剑 一 个 *,b1x € (a)。 
故 本 一 如 及 bix 都 属于 加， 这 就 可 见 : 加 是 一 个 理想 .但 由 
假发 ， 罗 二 (4) , 这 里 4€ 8， 因 为 4E 画 ， 故 有 一 个 整数 存在 ， 
使 4€(4o)。 于 是 久 = 《4) = (ay)， 所 以 ,如 果 m 之 x， 基 

(4m) 2 (as) = BI am). 

因此 (am) 二 《as)， 这 证 角 了 多 不 能 合 有 凌 . 上 舌 下 想 的 无 限 序 列 . 

次 全 4 及 5 是 %[ 的 任意 两 个 元 来 ,并 全 (a,5) 政 了 示 由 4 及 
生成 的 理想 (a) 十 (5)， 这 个 理想 是 元 素 ax 十 by 的 全 体 ,这 正 
+ 及 y&E 但 (ai5) 二 (4d)， 因 为 (4) 忆 《a) ,并且 (DD) 和 C5), 玖 
dla， 拜 且 dl5， 另 一 方面 ,如 果 cja,ej2;, 风 (e) 二 Ca) Ce) 二 (2 
于 是 ,(c)(d); 从 而 ,e1z.， 这 黎明 了 旦 < 及 所 的 最 天 公 因 和子. 故 
已 成 立 ， 于 是 ,得 下 面 的 定理 . 

定理 2.。 每 个 主 理想 整 区 是 高 斯 整 区 . 

我 们 已 知 ,如 果 3 是 一 个 域 , * 是 超越 元 圳 , 妈 于 [xz] 是 一 个 主 
理想 整 区 (第 三 章 , $56)， 故 S$[x] 蚌 高 斯 整 区 . 


习 题 48 


1 求 狂 :交换 整 区 9 的 一 个 元 素 p 基 一 个 素 元 染 ， 必 须 而 且 只 须 YCp) 是 一 个 
整 区 . 
2- 如 果 在 一 个 生理 起 束 区 里 , P 是 一 个 素 元 素 , 求 耳 : 3/(p) 是 一 个 域 . 

3, 今 站 是 一 个 土 理想 办 区 , 党 是 包含 并 的 任 一 个 交换 整 区 .如 果 4,8 《并 有 
最 大 公 因子 4 《 ,验证 3 里 4 是 4 及 5 的 一 个 最 大 公 因子 。 

4. 今 全 是 含有 4 个 元 素 的 一 个 有 限 域 ，N(r,q) 表 [+] 里 + 次 不 可 移 多 项 式 
的 个 数 ， 求 决定 N(2,q) 及 N(3,49)。 

5. 如 果 3[ 是 带 征 等 元 素 的 一 个 交 抄 东区 , 但 不 是 一 个 域 .求证 ; 中 [x*] 不 是 一 
个 二 理想 整 区 .。 
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5. 网 几 里 得 整 区 在 整数 环 了 里 .而 数 8(a) = |al 适 全 次 娩 
各 条 件 : 

1. 6(a) 是 一 个 非 鱼 束 数 ，s(a) = 0 必须 而 且 只 须 a = 0. 

2. 8(ab) 一 (4a)8C6). 

3. 如 果 5 天 0， 而 “是 任意 整数 ， 旭 有 元 素 4 及 + 存在 ， 使 
za 一 好 十 r*， 这 里 Hr) < B85). 

说 S$ 是 一 个 域 ,而 * 是 超越 元 素 , 旭 在任 一 个 多 项 式 整 区 S[x] 
里 可 定义 类 侯 的 而 数 ， 此 时 , 取 6Ca(x)) = 2aeeo, 则 易 知 条 件 1 
及 2 成 立 ,而 3 等 价 于 前 面 计 论 过 的 除法 算法 ， 环 工 及 平 ix] 都 是 
下 面 定义 的 欧 几 里 得 整 区 的 例子 . 

定义 3， 如果 在 带 屋 等 元 来 的 一 个 交换 整 区 9 里 亡 够 定义 一 
个 两 数 68(a)， 适 合 上 面 的 1,2, 3 三 个 条 件 , 则 所 时 做 欧 几 里 得 
(Eudid) 整 区 . 

现在 再 给 由 哆 几 里 得 整 区 的 另 一 个 例子 :I[V 一 1] 。 即 形状 
如 力 十 24 一 1 的 复数 的 全 部 ， 这 里 加 及 2 这 类 型 的 数 
由 借 高 斯 整数 ， 屋 = 一 mm“ 十 zw 一 1， 合 5(a) 一 1 二 双 十 到， 
则 吕 O 显 然 泛 合 1 及 2 。 今 分 及 5 头 扑 属于 TIWV 二 1， 则 复 
数 a 一 jp 十 pM 一 1, 这 里 KV 及 是 有 理 数 ， 我 们 可 各 得 整数 
及 sv 使 |# 一 pp| < 地， | 一 可 HDep-u 7s, 


1 1 
则 |s| < 1al 所 二 于是， 
= ble te) + Ct DV-H 
=6g t+, 


这 里 gw 十 v1EI[Y 一 1], 而 + 二 sle 十 ygWY 一 1)， 因为 
+ 二 a 一 bq, 故 *ET[V 一 中 .又 因为 


(7 = [r= 15e + wr (E + 1) = 206), 


改 7) < 86 和 
关于 欧 几 里 得 整 区 的 主要 和 结果 是 下 面 的 定理 . 
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定理 3 每 个 欧 几 里 得 整 区 是 一 个 主 理想 整 区 . 

放 分 3 是 欧 几 里 得 整 区 外 里 任 一 个 理想 ， 加 果 3 = 0. 
加 和 3 二 (0), 今 合 加 天 0, 则 3 必 合 有 元 素 , 它 拘 3 > 0， 又 因 
为 5 是非 俩 的 束 数 , 故 存 在 一 个 5€ 吕 ,使 对 于 器 里 每 个 < 天 0 
有 0<606) 之 8c) 如果 是 加 的 任意 一 个 元 素 ， 划 可 每 
做 ec=29 十 r， 这 里 68(r) < 8(5)， 但 因为 和 是 一 个 理想 , 收 
> 一 上 一 bq 《WB， 由 于 6《5) 是 8 的 非 堆 元 来 里 最 小 的 正 5， 今 双 
有 (r+) < 6(8)， 政 只 能 + 一 0. 于是，c 二 bq 《lb). 收回 = 
(8) ,这 就 完 碾 了 证 明 ， 

因为 每 个 主 理想 束 区 是 高 斯 整 区 , 故 得 

对 .每 个 欧 儿 里 得 整 区 是 高 斯 整 区 .? 


习 题 49 


3 求 胜 :形状 如 吉 十 ay 2 区 实 数 集合 红 W 2 ] 是 欧 儿 里 得 整 区 ,这 里 加 ,是 
整 故 . 

2. 令 中 是 复数 mr 二 2/ 一 了 的 全 体 ， 这 里 彤 及 站 束 苦 玫 是 蜂 数 ,或 者 部 是 奇数 
药 却 、 验 起 : 1 对 了 通常 的 加 法 及 乘 活 成 一 个 环 ， 求 王 : gl 是 欧 儿 里 得 整 区 - 


3 求 对 ，: 欧 儿 里 得 整 区 的 一 个 元 索 “ 是 单位 元 素 必 须 而 且 只 须 5(a) = 1. 
4- 舍 9[ 是 一 个 欧 几 旦 得 整 区 , 官 的 面 数 适 合 条 件 5(e 十 8) 守 max(6(e)，6(5)). 
婴 诈 : 站 或 是 一 个 域 . 或 是 域 全 上 一 个 多 项 式 整 区 从] . 


6. 高 斯 整 区 的 多 项 式 扩张 ”本 节 将 授 明 重要 的 定理 : 如 果 内 
是 高 斯 整 区 ,而 * 是 超越 元 素 , 则 %L[*] 是 高 斯 整 区 . 

会 fc 一 mo 十 ax 十 … 十 en 天 0 属于 [x]， 灶 全 4 
是 所 有 非 雳 系数 oi 的 最 大 公 因 子 . 全 qi 一 dai; 于 是 , fx) 一 
2f(x)， 这 里 

f(x) = 十 ate 二 a 

非 需 系 数 ai 的 最 大 公 因 子 显然 是 1 (或 是 单位 元 来 )， 具有 这 个 
性 质 的 各 项 式 叫做 原 多 项 式 . 今 识 f(x) 二 ef(x) 是 fx) 分解 为 一 
个 常数 。(aL 的 元 素 ) 与 一 个 原 多 球 式 之 积 的 任 一 个 因子 分 解 ， 则 
。 基 fx) 的 柔 数 的 一 个 公 因 子 , 故 eld. 会 了 = cf: 则 瑚 (z) 三 


D 头 于 欧 几 里 得 整 区 的 其 他 精 果 见 第 六 章 310， 一 一 将 着 注 . 
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好 (x?)， 罗 为 (x) 是 原 多 项 式 ,下 训 是 -一 个 单位 元 素 。 于 时 , 任 一 
个 非 雳 多 项 式 写成 一 个 常数 与 一 个 原 光 项 式 之 积 实 质 . 丰 只 有 一 入 
方法 . 

在 讨 圾 [x] 中 ,引入 才 项 式 环 3Ix] 是 有 好 钼 的 ,这 里 信 臣 轨 
的 分 式 域 . 仿 诈 下 面 的 引 娃 . 

引 理 1， 如 果 hz) 及 h(x) 是 [x] 里 原 多 项 式 ， 且 在 了 [xj 
里 是 相 件 元 素 , 虽 它 们 在 %[x] 里 也 是 相 件 元 素 . 

证 因为 3[x] 的 冲 位 元 素 基 3 里 非 雾 元 素 ， 故 f(x) 一 
ofxx) sa 0a€ES, Ha= ddr', di€ A,M Gfx) 一 <) 
这 就 使 9ix] 里 一 个 多 项 式 可 效 两 种 方法 二 做 一 个 常数 与 一 个 原 
多 项 式 之 积 了 。 故 知 由 与 力 的 匡 别 只 能 是 3 里 一 全 单位 因子 
故 万 (*) 与 产 ( 轨 在 %[xj 里 只 有 一 个 单位 关子 的 差别 . 

要 起 A[x] 是 高 斯 整 区 , 关 负 在 性 于 面 的 引 理 ， 

引 理 2( 高 斯 引 旦 ) 原 多 项 式 的 积 是 原 多 项 式 。 

证 合 f(z) = mm 十 oz 十 十 aoxr 及 g(x) 一 如 十 Bix 

十 … 十 Bmx” 是 原 岁 项 式 . 井 设 fx)g(*) 一 co 十 cx 十 
十 cmrax"*? 不 是 原 多 项 式 . 则 有 一 个 不 可 鹊 元 素 p& 存在 ,使 
piciG 二 0,1,"……, 雪 十 8)， 因 为 x) 是 原 多 项 式 , 故 P 不 是 所 有 
ai 的 因子 ; 屋 an 是 最 后 一 个 er 不 能 被? 除 尽 ， 同 样 , 介 bov 是 
最 后 一 个 忆 不 能 蕉 户 除 尽 ， 今 考 宠 系数 
emer 一 Ggbm'tn’ 十 Gibmtal 十 十 danibmt 
士 swpor 十 Gotibm i 十 十 amrrrto。 

因为 在 项 aw6m, 前 面 各 项 里 所 有 卢 都 可 破 靖 陈 尽 ,而 这 项 后 再 各 
项 里 折 有 m 孝 可 徐 请 陈 尽 ,还 有 cwsw 也 可 被 户 除 尽 , 故 p| 4bm。 
但 不 是 ar 或 em 前 因子 ,这 与 ? 是 不 可 锡 的 而 且 也 是 素 元 素 的 
事实 矛盾 (参看 习题 46 第 3 题 ). 

高 斯 引 理 的 一 个 推论 是 

引 理 3， 如 暴 K*) 是 [x] 里 一 个 不 可 绝 多 项 式 ， 它 的 次 数 
>>0, 划 fx) 在 人 [x]】 黑 也 是 不 可 约 的 、 

证 办 为 f(*) 是 不 可 狗 的 ， 故 它 是 愿 多项式， 仿 合 fx) 是 


"li6* 


区 [zj 里 任 一 个 原 多 琐 式 ,并 裔 在 于 [xz] 里 f(x) = g(x)9$(x), 这 
旦 deggi(x) > 0， 因 为 ;如 果 $8(*) 是 和 [xj」 里 任 一 个 多 项 式 天 
合 中 (四 的 系数 是 oj 一 aj87!， 这 里 ;下 E 允 则 可 合 

0 一 《aipo Bi abit (55 
这 就 把 a 条 成 有 公分 母 6 = bb1…bo 的 分 式 . 改 由 (x) 一 
lg(x), 这 里 g (x) € XA [x]。 我 们 了 还 可 等 g (x) 二 ch (wx), 这 里 
cE 而 h(x) 是 原 多 项 式 ， 于 是 ， $x) 二 571lch(x)， 把 这 些 计 
论 应 用 于 p(x), 得 (x) 二 好 1ci 如 (x)。 池 是 ， 

Hx) = BT 1b, ce) alr), 


而 

BB (x) = ccsh lr) Ral), 
因为 二 (x) 是 原 多 再 式 , 故 如 (x)h(x) 是 原 多 项 式 ， 于 是 ,fm 一 
h(x);(#) ,并且 我 们 可 台 f(x) 二 二 (z)22(z)。 因 为 deghi(%) 一 
degdifz) > 0， 所 以 这 是 f(x) 在 [x| 里 的 一 个 氛 因 子 分 解 . 故 
知 ,如 果 f(x) 在 AX[x] 里 是 不 可 葛 时 , 基 它 华人 [x] 里 仍 是 不 可 移 
的 - 

至 此 可 证 主要 的 糙 共 : 

定理 4， 如果 % 是 高 期 整 区 ,而 * 是 3 上 超越 元 素 , 则 [x] 
是 高 斯 整 区 . 

放 会 f(x) 天 0, 并 县 不 等 于 一 个 单位 元 素 ， 则 Hx) = 
djlx) ， 这 里 (x) 是 原 多 项 式 ， 而 4 是 一 个 常数 ， 如 果 f(x) 不 
是 -一 个 单位 元 素 ， 和 并 且 是 可 锡 的 , 则 Cx) 二 (x)fu(x)， 显 然 ， 
和 (Ce 有 正 欢 数 ， 收 degfi(e < degf Ce) .这 样 艳 熏 下 去 ,得 和 (xz) 
的 -- 个 因子 分 解 为 

fi(#) = qs) g(t) gn), 
这 里 gi(x) 是 不 可 航 的 ， 井 且 有 正 次 数 ， 我 们 还 可 把 4 分 解 为 
了 一 pp2'**p:， 这 里 太 是 红 里 不 可 狗 元 素 , 从 而 也 是 对 [x] 时 不 
可 物 元 素 ， 这 就 得 出 f(x) 分 解 为 q[[xz] 里 不 可 欧元 素 的 因子 分 解 。 
今 设 
{4) fx) 一 pipa “pqi(x) q(x) gal) 
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一 外交 gt(GCv7 (2) 

是 f(x) 分 解 为 不 可 和 略 因 子 的 两 种 因子 分 解 ,并 屋 我 们 采取 的 记 法 
要 使 deg gi (x) > 0，deg gi(*) > 0， pisp; EA 子 是 ，gqi(x) 及 
gi(*) 是 原 多 苇 式 . 政 (x)gy(x)…qs(x) 及 q(x)gi(x). g(x) 
是 原 多 项 式 ， 由 此 可 网 这 两 个 积 成 相 伸 元 素 ; 并 且 用 单位 元 来 改 
变 其 中 一 个 后 , 我 们 可 识 TIg;(*x) 二 IIg:(x)。 于 是 还 得 IIp; = 
IIp;， 由 引 理 3 知 ，4i(*) 及 4i(x) 在 [x] 里 是 不 可 移 的 。 因 为 
[x] 是 高 斯 整 区 , 故 gi《x) 可 了 予以 下 类 ,使 g(x) 是 qi(x) 在 字 [x] 
里 的 一 个 相伴 元 素 . 但 引 理 1 指出 ,这 些 多 项 式 在 A[x] 里 也 是 相 
伴 的、 来 了 ,因为 %L 是 高 斯 整 区 , 因子 分 解 TIp; 一 IIp; 里 的 素 元 
素 pi 及 pi 可 搭配 成 -对 对 相 件 元 素 ， 于 是 ,《4) 里 两 种 因子 分 解 
实质 上 是 相同 的 ， 

这 定理 的 - ` 个 声 接 推荐 是 :如 果 %[ 是 高 斯 整 区 ,而 xi 是 代数 
无 美元 素 , 则 9 [xza :xzr] 是 高 斯 整 区 ， 例 如 ,如 果 3 是 任 一 
个 域 , 旭 [x1,x2，"… ;xr] 是 高 斯 整 区 。 工 [xiyza， >xr] 也 是 高 斯 
整 区 ， 但 当 > > 工时 前 环 字 [xi ay :zxr] 及 + 之 1 时 的 环 
T[zrixa,- xr] 都 不 基 主 理想 环 .， 故 高 斯 整 区 的 范围 远 比 主 理想 
整 区 的 范围 天 . 
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工 如 果 到 z) 《1[x]， 它 的 首 项 采 数 是 1 并且 它 有 一 个 有 理 根 ， 求 疏 : 这 个 根 是 
2， 求 姓 下 而 的 爱 森 斯 由 〔《Eisensrein) 不 可 构 性 判别 准则 : 如果 (#2) 二 a 十 
air 十 …… 十 drtr& 1 开 x]， 并 了 1 六 在 有 过 数 p61 使 plaosp]ai,…s Plea-1s 但 pp 二 an 
(Cp 不 是 oa 的 因子 ) ,而 及 产 荆 sy， 其 Hx) 在 1[x] 里 不 可 和 灼 , 从 而 在 Rafs] 里 也 是 不 
可 物 , 这 里 Ro 是 有 理 数 城 . 

3。 如果” 是 一 个 柴 数 , 验 坏 :以 * 十 1 代 巷 

pm pet et le (rf — Dir — 1) 

时 的 * 所 得 的 多 项 式 在 Ko[*] 时 是 不 可 构 的 ”由 此 址 明 : 荐 图 多 项 式 wx? 二 x? 了 十 
全 二 1 在 Rafxz] 里 是 不 可 多 的 。 
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第 五 章 
带 算 子 群 


本 齐 糙 入 于 葵 的 探讨 ， 我 们 所 得 的 千 果 永 及 一 个 杰 的 子 重 与 
字 们 的 同 态 象 间 多 对 应 ,正规 孚 列 及 合成 本 列 \ 叔 莱 尔 (Schreier) 定 
理 . 凋 接 积 及 克 得 尔 - 椒 窗 特 (Krall-Schmidt) 定 更 ， 这 些 和 结果 的 应 
用 范围 随 着 带 算 子 奉 的 新 杉 念 的 导入 而 大 为 扩张 ， 这 个 概念 首 入 
克 矢 尔 及 错 德 (Emmy Noether) 研究 , 使 我 们 能 够 探讨 与 任意 自 
同 态 的 集合 相关 的 一 个 三。 这 样 就 使 前 此 各 别 导出 的 考 于 古典 竺 
果 得 浏 苍 -的 推 再。 又 由 以 弱 法 映照 的 集合 作为 算 子 区 而 考 帘 与 
字 相 关 前 加 法 合 , 得 出 在 环 请 上 的 应 用 . 

1 带 售 子 攻 的 定义 及 例 

定义 1。 玫 伐 子 淹 是 由 一 个 划 @、 一 个 集合 M 及 定义 在 积 集 
合 @6 X M 里 而 值 在 @ 时 凋 一 个 而 数 记 竹 碾 的 代数 采 , 如 果 am 
表示 由 @ 的 元 素 4 与 (的 元 素 加 所 决定 的 G@ 里 元 案 , 则 对 于 5 
里 的 4,6 都 有 
(D Cab)m = Cam) (Bm). 

如 果 加 固定 ,而 < 在 6 上 变 , 则 = 一 xm 是 8 到 它 自身 上 一 
个 映照 , 志 做 元 。 册 假 避 (1) 知 元 是 8 里 一 个 自 辣 态 ， 所 以 , 每 
个 元 索 m EM 决定 一 个 自 辣 次 页 ,并 且 得 出 w 到 @B 的 自 同 态 的 此 
合 下 办 的 一 个 映照 mm 一 却 ， 这 种 映照 不 必 是 1 一 1 的 亦 即 江 与 
7 在 MM 里 不 相同 时 ,可 能 有 元 = 元 根据 这 些 圾 明 ,我 们 得 到 问 算 
子 怪 的 概念 的 另 一 个 定义 如 次: 

定义 1， 带 算 子 淖 是 由 一 个 全 @、 一 个 集合 M 及 M 汉 名 的 自 
同 态 的 集合 内 前 一 个 映照 mm 一 元 所 粗 成 的 代数 系 . 

我 们 知道 ,如 果 @;M 及 映照 (4,m) 一 am 拟定 义工 的 意义 成 
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一 个 带 算 子 孚 , 则 > 一 xm 是 全 蜡 - 个 自 同 本 ， 我 们 还 得 内 对 应 
力 一 轴 。 融 得 适合 定义 1 的 一 个 代数 条， 反 过 来 ， 如果 我 们 有 按 
定义 1 的 一 个 代数 系 , 划 可 定义 内 映照 (a,m) 一 am 二 a 现 , 着 且 
知道 (1) 能成 立 ， 于 是 ,得 出 适合 定义 1 的 一 个 带 算 子 芥 ， 最 后 ， 
如 果 我 个 从 泛 合 1C1') 的 -一 个 代数 系 开 始 ,接连 使 用 变 一 种 代数 柔 
为 他 种 代数 采 的 两 个 方法 ， 显 然 叉 回 到 原来 代数 条 ， 玖 两 个 定义 
等 价 ， 

第 二 个 定义 较 适 宜 于 作 册 带 算 子 便 的 例子 。 为 着 这 个 目的 ， 
我 们 可 取 春 兮 的 自 同 态 的 任意 一 个 集合 为 M, 并 可 分 映 妥 mw 一 二 
是 炭 等 映照 .在 这 方面 可 使 用 的 重要 自 同 态 的 集合 是 :(1) 内 自 同 
构 集 合 3,(2) 自 同 构 前 全 和 集合 3%,(3) 自 同 态 的 集合 @. 

用 第 -- 个 定义 较 方 便 决定 的 一 个 例子 为 : 到 是 三 维 空 闻 里 前 
向 最 价 ,M 是 实数 的 集合 , 积 画 数 必 是 通常 的 数 与 向 量 前 积 ,这 里 
oo 人 :EM， 所 以 ,如 果 ov 二 (x,y,z)， 央 

vw = (fx ,ty iz). 
我 们 熟知 的 法 妈 
(yt oot vr 
是 (1) 在 加 法 的 形式 . 

带 算 子 看 的 理论 在 环 葵 上 也 有 重要 的 应 用 ， 这 些 应 用 是 由 考 
究 在 环 的 加 法 登 里 定义 某 些 带 算 子 骏 而 产 牛 ， 这 样 带 算 子 礁 有 三 
种 。 在 这 三 种 里 , 时 6 总 是 取 加 法 芥 1, 十 ，M 取 ,十 的 自 同 
态 的 集合 ， 而 好 前 映照 是 剧 等 映照 第 一 种 也 M 为 右 乘 变换 
的 集合  ， 第 二 种 取 M 为 左 乘 变换 的 集合 WW， 第 三 种 取 M 一 
红 La。 我 们 分 别 就 。 在 的 加 法 全 里 作 用 于 右 , 于 车, 或 于 双 
测 . 

”我 们 常 是 用 吓 句 “G 是 带 代 子 集合 M 的 肆 ”; 或 “@ 是 一 个 M- 
至 "来 指 陈 一 个 将 算 子 至. 

应 用 加 是 一 个 自 同 态 这 一 -事实 可 导出 积 am 的 若干 初等 性 

盾 ， 璧 如 , 显然 地 有 lm 一 1，aTm 二 《am)"， 以 及 更 -一般 地 对 
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于 储 一 个 怠 数 atm 一 (az 六 

2. 47- 子 里，hf- 商 竖 及 及- 同 态 ”我 们 并 述 带 算计 天 的 椭 仿 
重点 放 在 一 些 了 党 的 集合 上 ， 这 些 子 奉 径 由 自 同 态 的 一 个 特殊 集 
合 映 显 到 它们 自身 内 ;这 因为 ,在 时 论 一 个 M- 相 时 ,自然 地 把 注意 
力 限于 6 的 这 些 子 芥 上 ， 如 果 驴 是 一 个 学 浅 , 且 对 于 每 个 46 习 
及 mEM 必 有 jiozE5， 则 说 男 是 一 个 M- 子 淘 ， 

来 了 解 前 节 的 例子 里 那些 为 M- 子 惟 是 有 部 味 的 ， 在 (1) 里 ， 
M3, 副 允 是 一 个 M- 子 全 必须 面 且 只 贷 对 于 各 个 &E 加 ,8 98 
习 成 立 , 敢 M~ 子 午 恰 是 全 的 不 变 子 茶 ， 在 (2) 里 ，M 二 所, 则 MM- 子 
春 习 特别 是 不 变 子 衬 ， 而 且 对 于 @ 的 每 个 自 同 构 都 把 习 陕 到 旋 自 
身 内 ， 具 有 这 种 性 质 的 子 硬 对 做 特征 子 罕 ， 在 (3) 时 ，M = E, 此 
时 允 是 一 个 M- 子 擎 必须 而 且 只 须 久 对 于 名 的 每 个 自 同 态 都 把 
字 仙 到 自身 内 ， 具 有 这 种 性 质 的 子 和 时 做 全 不 变 子 每 ， 在 向 登 替 
的 例子 里 , 如 果 一 个 子 草 9 对 于 纯 量 乘法 封 关 , 则 多 是 一 个 M- 子 
天 这 样子 区 叫做 子 空 坚 ， 

我 们 还 考究 由 环 决 定 的 带 算 子 春 ， 如 打针 作用 于 右 (M 二 
所 ) , 则 子 集合 6 是 一 -个 M- 子 琴 必 须 而 且 只 须 它 是 加 法 芥 名 ,十 多 
一 个 子 看 , 升 且 对 于 和 的 任意 元 天 的 右 乘 变换 帮 明 .故此 时 和 的 M~ 
子 枯 是 环 的 各 个 右 理 想 、 同 再, 如 果 3 作用 于 左 , 则 M- 子 敬 是 环 
的 各 个 左 理 想 。 最 后 , 如 果 3 作用 于 双 便 ， 划 M- 子 敬 是 各 仿 双 
便 理想 . 

如 果 { 切 } 是 G6 的 M- 子 硬 的 集合 ,这 些 款 的 交 门 显然 是 一 
个 M- 子 苟 . 由 这 些 子 生生 成 的 柜 6 二 【U 细 也 是 一 个 M- 子 天; 
这 因为 ,还 个 滞 的 元 吾 是 有 限 积 二 训 如 … 知 ,名 € 人 9}、 因 
为 him€9i, 攻 hm = (Chm) (ham) ham) € 5. 

如 果 细 是 M- 春 全 的 一 个 M- 子 芥 , 旭 允 可 让 为 也 是 一 个 M 
看 , 这 里 积 hm，%E 多 ,mM 是 按 M- 萤 6 里 求 积 的 法 则 来 定义 
的 ， 故 (1) 显 然 成 立 ， 今 将 验证 :如 果 允 是 不 变 子 和 车 , 姑 商 蛋 生 = 
人 @/ 习 也 可 以 自然 地 识 为 是 一 个 M- 尖 ,只 要 对 于 各 个 &E 人 及 mm € M 
规定 
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(2) (g9)m = (gm)®. 
必须 指 由 ,这 样 规定 的 积 是 单 信和 的 ， 并 且 (1) 成 立 ， 这 因为 ， 仿 
多 一 8 有 则 g 二 gh4,4E€ 允 ,而 且 gm 一 《gm)(hm), 这 里 hm 号 
故 (gm) 驴 一 (gzz)9。 这 疙 明了 音 值 的 瑶 法 。 允 因为 
(C89)(g9))m = (gpd)m = (gig2)m)D 
= (gm) (gm))D = (Cgim)D) gam)®) 
= (gd)m) gd)m). 

故 (1 也 成 立 。 这 立定 义 的 带 算 子 革 时 做 M- 滴 车 5/. 

今 就 有 相同 的 算 子 集合 M 来 比较 带 算 子 寿 ， 我 们 要 考究 的 基 
本 概念 是 同 态 ， 如 果 名 及 全 ' 都 是 M- 乔 ,而 ?是 匠 到 人 内 的 一 
个 同 态 ,并且 对 于 所 有 <E@ 及 mmEM， 
(3) (am)y = Cap)m 
成 立 , 则 时 艇 一 个 同 态 《M- 同 态 )， 我 们 也 可 得 出 同 态 的 通常 各 
特 鞭 :如 果 了 是 1 一 1 的 , 吉 叶 做 同 构 ; 如 果 @ = @, 就 叫做 自 同 态 ; 
如 果 人 @ 一 6, 并 且 7 是 瑟 到 它 自身 上 的 1 一 1 映照 ,就 叫做 自 辣 
构 ， 如 果 有 有 到 "上 的 一 个 同 构 存在 , 则 说 它们 是 同 构 的 ， 写 
作 8 宇 @' > 

如 果 ? 是 入 的 一 个 自 同 态 , 草 条 件 (3) 与 条 件 m7 一 9 等 价 ， 
效 M- 自 同 态 是 能 与 自 同 态 芭 交换 的 各 个 自 同 访 - 

仿 兮 ?是 加 到 人 内 的 一 个 M- 同 态 ， 并 兮 my 是 象 集合 @y 
的 任 一 个 元 素 。 和 如 果 m&€M, 则 (an)m 二 (am)n6 Gy， 因为 G7 
是 一 个 子 吝 ,这 指出 By 是 人 的 一 个 M- 子 村， 其 砍 , 我 们 考究 了? 
的 核 办， 旭 知 员 是 第 的 一 个 不 变 子 擎 ， 如 果 不全 只, 并 且 mmEM， 
则 还 有 

(Am)3 = (Ry)m = Lm = 1 


豆 km € 凡 ,而 见 是 仿 的 一 个 M- 子 业 ， 玖 得 : 
定理 1， 如果? 是 M- 恒 5 到 M- 芭 @ 内 的 一 个 同 态 , 则 像 
人 57 是 四 的 一 个 M- 子 恒 ， 崔 且 网 访 核 是 @ 的 一 个 不 变 M- 子 苦 ， 
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1, 求 脖 ; @ 的 特征 (全 不 变 ) 子 笃 另 的 任 一 个 特征 《全 不 变 ) 子 和 只 基 谷 的 特 
征 ( 人 不 变 ) 子 其 . 

2, 求 邮 :循环 看 的 任 一 个 于 看 基 全 不 次 的 . 

3。 求证 :出 记 有 换 位 于 【[;,t]=zs1s 7! 生成 的 子 符 加 是 一 个 全 不 变 于 列 , 这 里 
EGG 叫做 @ 的 (种 一 ) 换 位 子 子 生 ， 得 明 : 售 /G 是 交换 票 ,并且 如 果 台 


是 任 一 个 不 变 子 重 能 使 人 /5) 是 交换 季 时 , 则 久之 后 个、 
4. 令 9 是 带 恒 等 元 来 环 ,并 取 M = ,而 把 虹 看 作 一 个 M- 又 , 同 半 的 M- 自 

闻 态 是 什么 ? 如 上 果 取 放 二 U3, 则 名 的 M- 店 同 态 是 什么 ? 

3. 关于 jif- 乔 的 同 态 基本 定理 M- 同 访 的 积 蚂 然 是 一 个 M- 
则 态 。 如 果 儿 是 M- 醒 G 的 不 变 MM- 子 若 , 则 全 济 M- 蔡 和 盏 二 B/S 
上 的 自然 映照 也 是 一 个 M- 同 态 : 这 因为 ,由 定义 (8 多 ]on 一 
(goz) 多 ， 震 且 因 为 gv 一 殉 ， 故 得 gpm 一 gmzp。 

次 会 7 为 全 到 全 内 的 一 个 M- 同 态 ， 震 合 锋 是 @6 的 一 个 不 
变 M- 子 委 , 含 于 ? 的 核 办 里 , 则 与 普通 女 的 情形 ( 套 看 $16) 相同 ， 
8 罗 一 四 是 单 值 对 应 、 圭 且 它 决定 由 M- 获 备 二 6/ 苔 B@' 内 的 
一 个 同 访 尹 。 唯一 要 让 明 的 新 事实 是 : 有 关于 计 里 元 素 也 化 很 好 
地 处 理 , 环 即 ((g 负 )m 妆 二 《(g 和 9) 邓 mw、 这 可 由 

{Cg9)m)F = (Cgm)d)5 = (gm)y = gn)m = (C89)D)m, 
知 其 为 趴 ， 我 们 也 可 得 因子 分 解 y 二 六, 这 里 v 是 5 到 务 上 的 
自然 映照 ， 又 是 1 一 1 的 必须 而 且 只 须 贸 = 多 ， 歼 得 

关于 hf- 旱 的 同 态 基本 定理 ”6 关于 一 个 不 变 M- 子 妊 的 商 群 
是 多 的 一 个 同 态 像 ， 反 过来, 如果 全 是 一 个 M- 群 , 而 且 是 M- 
尾 6 的 一 个 同 态 像 ， 刚 @' 必 上 与 @ 关于 一 个 不 变 M- 子 群 的 商 尾 
是 同 构 的 . 

4. 由 一 个 同 态 决 定 的 Wf- 子 旱 间 的 对 应 ”上 面 只 是 把 前 此 关 
于 苗 通 大 的 千 困 扩张 到 M- 异 , 今 将 导出 一 些 新 精 果 ， 必 须 指 田 ， 
当 对 是 空 集合 时 , 则 M- 子 切 变 为 闭 通 子 切 , M- 同 态 变 为 普通 同 态 
等 等 , 收 普通 春 的 理论 是 M- 便 理 葵 的 特殊 情形 ， 因 此 新 千 果 也 林 
应 用 于 普通 秦 . 

会 7 是 斑 到 @ 上 的 一 个 M- 同 访 , 关 合 郧 古 它 的 核 ， 如 时 
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习 生 区 的 一 个 M- 子 春 , 旧 了 把 多 局 态 地 映 和 到 8' 的 M- 子 人 57 
上 . 反 过 来 ,如 果 分 是 多 的 任 一 个 M- 子 午 , 基 第 象 罗 二 IC5 7) 
是 甸 后 一 个 了 -子午 ， 这 因为 ,如果 抽 , 如 细则 ( 训 后 7 一 
CD) E 史 ， 故 而 村 :1E 呈 再 则 ， 如 果 E99，m EM，、 旭 
(Chm)n = (hn)m € DH, 喜 hm € D. 

身 三 小 ( 允 ) 显然 包含 见 二 矿 K《1) ,并且 939 = 邹 ， 故 知 , 如 
果 把 7 使 用 于 @ 里 包含 着 号 前 M- 子 测 , 就 可 得 出 8' 的 各 个 M- 
子 熏 ， 今 合 男 是 @ 里 包含 着 员 的 任 一 个 M- 子 寺 ， 并 分 3 一 
7 (97)， 显 然 , 纺 忆 允 ， 反 过 来 ,如果 各 6E5， 则 9 里 必 有 基 些 
下 使 机 7 二 二， 于 是 ， 厂 一 碾 , 艳 E 见 因为 952R, 故 得 hE 允 。 
于 是 , (9y) 二 允 . 

至 此 ,容易 证 朋 下 面 的 定理 . 

定理 2， 会 7 是 6 到 @f 上 的 一 个 M- 同 态 , 它 的 核 是 凡 , 并 
令 (59)} 是 B 里 包含 着 办 的 M- 予 叙 的 集合 , 则 另 一 97 是 (9) 到 
贸 的 M- 子 群 的 集合 上 的 1 一 1 映 腿 ,多 是 5 的 不 变 子 群 必须 而 且 
只 须 它 的 像 史 二 Sy 是 @ 的 不 蛮 于 群 . 

证 我 们 知道 ,多 一 97 是 {3} 到 B' 的 M- 子 司 的 集合 上 
的 一 个 上 映照， 再 则 ,如 果 号 及 9.€ {57， 柑 是 89 二 多， 央 

曙 = DD = DI) = 9 
故 这 个 映照 是 1 一 1 的 .至 于 允 是 @ 里 不 变 子 本 必须 而 且 只 须 
允 二 97 是 5' 的 木 变 子 硬 ; 因 为 容易 验证 ,就 不 多 闭 述 了 

这 定理 的 一 个 重要 特殊 情形 是 考究 8 划一 个 M- 商 柜 @G/ 员 上 
的 自然 辣 态 >， 这 里 只 是 -一 个 不 变 M- 子 恒 ， 此 时 ， 我 们 知道 ， 
名 = 作 / 员 的 任 一 个 M- 子 硬 可 由 使 用 > 于 6 里 包含 次 办 的 一 个 
Mr- 子 寨 另 而 得 出 ， 同 态 象 9 是 陪 集 碗 的 集合 ,这 里 ED; 故 
恰好 是 商界 9/ 员 因此 可 述 成 下 面 的 大 : 

条 ， 售 多 是 一 个 M- 妊 ,而 史 是 一 个 予 变 M- 子 硬 , 则 M- 
两 尝 久 / 吕 的 任 一 个 M- 于 全 的 形状 为 多 / 轩 ， 这 里 甸 是 @ 里 包含 
着 办 的 一 个 M- 子 恒 ， 不 同 的 多 按 这 方法 生成 人 @/ 晃 里 不 同 的 
M- 子 硬 ， 并 朋 另 是 多 的 不 变 子 惟 必 须 而 且 只 须 /全 是 全 /由 的 
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在 变 子 村 . 

环 方面 也 有 类 仆 的 精 果 ， 这 可 由 直接 亚 明 或 作为 合 的 定理 前 
特 款 而 得 出 ， 这 里 采取 后 一 个 方法 ， 合 了 是 环 2 和 到 环 对 上 的 -一 
个 同宗 ， 和 着 合 儿 是 ”的 核 。 剧 可 把 所, 十 看 作 带 算 子 集合 M 一 
UL 的 一 个 吾 ， 再 则 ,我 们 还 可 把 中 ,十 看 作 一 个 M- 覃 ， 这 关 
为 ,我 们 可 定义 
(04) ia (ay = x Can), 

x gx an); 一 《cx 

这 样 的 定义 昆 然 满 足 (1) 的 基本 要 求 的 ; 这 因为 , 当 我 们 使 用 这 个 
定义 时 ,由 于 

(zz)ar = C(x) (an) = (xa)y = (xar)y, 

x9)a = (an) xy) = Cax)y = xe)n, 
阁 了 变 为 !, 士 到 中 ,十 .上 的 一 个 M- 同 访 。 最 后 必须 指 则 , 叶 , 十 
的 M- 子 车 的 确 是 环 了 [的 ( 双 侧 ) 理 想 ; 这 因为 ,如 果 3' 是 一 个 M- 
子 乔 , 姑 对 于 8 里 各 个 5 有 5Cay) 及 (a 办 bE 8', 因为 集合 
{az} 二 六, 故 3 是 一 个 理想 、 谤 定理 昆 然 也 是 凌 的 。 今 定 刺 2 建 
立 了 对 里 包含 着 贸 的 各 理想 的 集合 {3} 与 并 里 理想 的 全 体 之 基 
的 一 个 1 一 1 对 应 ; 故 在 特 款 就 得 出 理想 的 集合 { 包 (这 里 名 忆 器 ) 与 
差 环 %/® 的 各 更 想 之 间 的 一 个 1 一 1 对 应 ， 当 罗 是 站 里 包含 着 名 
的 一 个 理想 时 ， 员 时 的 任 一 个 理想 的 形状 为 罗 / 员 ， 而 不 同 的 罗 生 
成 不 同 的 理想 罗 / 吕 . 


习 题 52 

1. 决定 1/(m) (ws > 0) 的 理想 . 

2。 就 直接 导出 一 个 环 的 理 椒 与 这 个 环 的 一 个 同 态 象 的 理想 之 关 的 对 应 

5. 关于 it- 竖 的 同 构 定理 ”本 节 将 荆 明 关于 M- 生 的 同 构 的 
三 个 重 要 定理 , 其 中 的 第 一 个 可 看 做 是 :在 一 个 覃 的 子 至 与 这 个 下 
的 同 访 象 的 子 草 并 建立 对 应 的 定理 的 补充 ， 与 前 一 样 ,分 ? 是 M- 
重 g6 河 M- 覃 @ 上 的 一 个 同 态 ,并 全 只 是 核 。 全 儿 是 名 里 包含 着 核 
负 的 一 个 不 变 M- 子 草 , 并 分 全 一 9， 如 景 w 是 多 到 入/ 另 上 的 
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一 个 自然 同 态 , 则 如" 是 6 到 @ 7/ 呈 上 的 一 个 同 态 ,如果 gyy 二 多 ， 
则 gw 多 9; 其 六 亦 鞭 。 故 如 的 核 是 潮 史 、 从 基本 定理 知 ， 由 
8 一 gay' 二 《gD 定义 的 Fy 是 @/[ 另 到 人 /0 上 的 一 个 M- 
辣 移 。 这 证 明了 

第 一 同 构 定理 邻 ? 是 M- 若 6 到 M- 潭 5 上 的 一 个 同 恋 ， 
由 为 同 态 核 ， 并 合 9 是 @ 里 包含 著 多 的 一 个 不 变 M- 子 替 ， 只 
7 二 允 是 名 里 不 变 子 刁 , 而 且 M- 商 慎 @/9 与 8'/5 在 对 应 
8 多 一 (89) 下 是 同 构 的 。 

这 定理 的 一 个 特 款 是 取 @' 为 M- 商 举 @/ 兄 , 而 了 一 > 是 自然 
间 配 ， 和 如果 允 是 8 里 包含 着 办 的 一 个 不 变 M- 子 看 , 朋 $7 是 陪 
和 集 始 翻 成 的 商 春 5/ 咏 , 这 里 4E 9， 故 得 

采 ， 如 黑 见 及 允 是 名 的 不 变 M- 子 村 , 而 男 罗 , 则 B/9 与 
《8@/ 史 )/(9/78) 是 同 灼 的 . 

次 设 5, 及 5, 是 @ 的 M- 子 芥 , 而 @ 是 不 变 子 车 ,出 由 @I 及 
5 生成 的 M- 子 覃 是 积 策 合 55, = GG， 8 一 g(ag1€ 5) 显 
然 是 M- 子 看 @6; 到 @GG:/G: 内 的 一 个 同 态 ， 因 为 $5, 里 任 一 个 
陪 集 的 形状 为 后 eag: 二 BiB2， 这 里 gi @。 故 上 面 的 间 态 是 @ 到 
Go/Ga: 上 的 一 个 上 映照， 如 果 Ba: 一 @2， 则 gE 5; 因而 g1 多， 
6,。 这 指出 , 同 态 丘 一 g1@; 的 核 是 @G,m@G:。 故 得 下 面 的 定理 

第 二 同 构 定理 ”如果 @ 及 ,是 一 个 草 的 M- 子 酉 ,并 且 @。 
是 不 变 子 本 , 则 (1) Gin GB, 是 Bi 里 的 不 变 子 本 ,并且 (2) M- 子 给 
G@iGx Go 与 6 /0Gng) 在 对 应 Ga 一 8CGn@:) 下 是 同 权 的、 

我 们 还 建立 更 复杂 的 己 构 定理 ; 这 定理 将 于 下 一 节 用 来 趟 明 
重要 的 朱 菜 尔 加 可 定理 . 

第 三 同 构 定 更 ( 札 森 豪 斯 (Zasseahaus) 定 理 ) 令 8; 及 G5:(i 二 
1,2) 是 摆 的 M- 子 便 ， 而 ;是 5; 的 不 变 守 惑 、 若 (G51 几 5) 1 是 
(5.5,) Bi 的 不 变 子 蛋 ， (Bi 入 )@; 是 (1 站 5,)@; 的 不 变 子 惟 ， 
着 且 它 俩 的 对 应 商 琴 是 M- 同 构 的 、 

在 ”考究 〔@ 门 @G:)G1 的 子 恒 (@:n 62)G， 首 先 我 们 求 让 接 
吉 施 上 明 它 是 不 变 子 党 ， 合 x€5.NnG; y€6.NG; z,t€E 5 有 
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zy 站 
(5) x (BN GBx SGN gg 
因为 让 yi 一 yyy 二 yly Ty)Tt， 并 且 yy EE 久 ， 故 
Gy 而 (NG 于是， 
(6) GN GG = GN GT GS (GN 6 
由 (5) 及 (6) 显 然 知 ，(@imG@2)g; 是 《G:n g67)8; 的 不 变 子 春 。， 由 第 
二 同 徇 定理 知 ,(Gmn@2Gim(Gm go) 是 gg: 的 不 变 子 春 , 并 且 
(7) (SNE /GN GG N CE, NN ,) 

(6,N 8.N GS/ NG 

= (©.N 8)8/ (GN 8,) 5. 


另 一 方面 ， 
C8) (BN BIGNCG NS) = (GN 8) GN G,, 
井 且 《Gun 全 ) $8; 的 任 一 个 元 素 的 形状 是 yz， 这 里 ?ECG ng@,， 
zEGI， 如 果 yz66， 则 = 一 和 (ys)EG 故 x6Gngu 于 是 ， 
yz € (BN (SN g2) ,而 得 
(SN GISN GS (SN 5) SN GS,). 

次 全 ?E@In@，>6EGIng， 则 ?>EG@r， 从 而 yzEGa; 叉 由 
假设 ，xwz € (Ging@2)B， 故 yz € (站,)@1 站 5,， 于 是 ,又 有 

{GN GBIN GS (GN GSN SG.. 


故 知 
(BN GG NS, = (SN G8 N Go 
因此 ,(7) 可 改写 为 
(9) (Ging)ACGnG2KGImn 区) 社 ( 人 站 人)G1(G 门生)G. 
由 对 称 性 ,还 得 


(10) 《〈@nG@D)ACGmn 区 ) (人 站 GD)S(0SimnG2)G:CGIm EGG 
由 (9) 及 (10) 序 得 折 求 精 果 ， 
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1. 求 让 :从 第 三 同 构 定理 可 推 得 第 二 同 构 定理 . 
2. 分 ,GY 是 MM- 子 天 ,而 BY 是 人 :的 一 个 不 变 子 天 ,并 邻 多 是 多 的 任 一 个 
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一 芭 . 
您 /@， 的 
3， 蜗 出 关于 环 上 类 以 的 第 一 及 第 二 同 构 定 理 . 


6. 坡 莱 尔 定 理 ” 今 考 罕 一 个 于 分 解 为 麻 合 的 一 种 因子 今 解 。 


Dr 王 信 i 几 国 是 另 二 区. 站 DD 的 不 吉 了 强 , 并 县 多 /加 同 构 于 


合 
(11) = IB DG 一 1 
是 M- 革 全 的 M- 子 一 的 一 个 邓 列 ,这 里 Bir 是 你 的 不 变 子 车 。 
这 样 雷 列 叶 做 画 移 正规 发 刘 ， 商 看 
(12) B/G, 8/ B/S = G, 
是 正规 过 列 拘 商 ， 例 如 ,分 押 是 * 阶 有 限 循 环 获 , 则 子 萤 5; 由 它 
的 阶 wi 来 决定 ,并 县 #4 加， 上 比 凶 二 /sr1 是 鲁 i/ 久 :+1 的 阶 ， 因 
为 一 由 一 qz 了 2 二 Go13 5 ， 故 半 二 9004。 友 过 来 ,如 果 
# 二 gq.92……4: 是 的 一 个 因子 分 解 , 划 循 苹 覃 人 有 一 个 子 于 今 ;， 
闷 前 阶 数 六 一 digit er 故 区 一 生 之 的 症 Br 一 1) 埋 县 
全 /Ga 的 阶 数 是 gi。 
如 果 在 两 个 正规 价 列 
® = D5 = 1, 
储 二 驴 2 和 Dn = 1 

的 商 之 问 能 建立 一 个 1 一 1 对 应 , 使 省 对 的 商 是 启 交 的 , 则 襄 这 两 
个 正规 区 列 是 等 价 的 ， 如 果 一 个 正规 但 列 的 各 项 包含 有 出现 在 另 
一 个 正规 恒 列 里 的 所 有 便 ， 央 说 前 一 个 正规 替 列 是 后 一 个 正规 看 
烈 的 一 个 加 和 于 是 ,可 这 下 面 的 基本 定理 . 

起 莱 尔 加 鞠 定 理 ”一 个 M- 淹 的 任意 两 个 正规 莹 列 有 等 价 的 
加 胡 。 
证 ” 售 这 两 个 酝 烈 是 (13), 卉 合 

Gi = (GN He) 一 12 十 1 
Da = (GN DD 了 一 12 5 十】 


(13) 


(14) 


划 
个 一 1 和 GD GL 
= B12 B22 OB = Ly 
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(15) 
= DuDD Dt 


= $d DD 1 
把 第 三 局 构 定 理应 用 于 本 ®;, Dt, ®t， tts 期 得 iy 一 
De) 是 Gi 一 《Gin 396 的 不 变 子 葵 ， 而 SDtin 一 
(GN DDD 是 Di 二 《GiN 94)9rr 的 不 变 子 区， 并 及 
/Dir 克 (15) 的 两 个 全 列 痢 最 正 规 愉 列 , 且 是 等 价 
的 ， 因 为 这 两 个 到 烈 是 (13) 里 两 个 合 烈 的 加 细 , 故 定理 完全 证 明 . 
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1. 如 果 鲁 = 食 : 宇 人 @: 写 … 忆 cs 一 1 是 全 的 一 个 正 损 草 列 ,并 有 司 是 任 -- 个 
MM- 了 于 全, 玉 于 ; 
$= (HN)2DNG) 2 2HDNG) = 1 
是 只 的 ~- 个 正规 融 列 ,并 来 让 后 者 名 个 商 同 爸 于 前 省 各 个 商 的 子 举 
2.。 如果 一 个 普通 区 有 一 个 正规 重 列 ， 它 的 各 个 商都 是 交换 天 时 , 则 这 个 普 道理 m 
做 可 解 束 。 考 明 :-- 个 可 解 天 的 任 一 个 子 证 及 任 一 个 商 王 部 是 可 解 的 
3. 阴 归 灿 地 定义 护 的 高 阶 导 剖 全 一 〔 人 6-) (参看 习题 51 第 3 题 )、 求 薄 : 
人 是 可 解 深 ,必须 映 且 只 须 右 整数 。 砍 在 上 Go 一 工 
4. 求 诈 : 阶 数 是 素数 需 的 任 一 个 有 限 重 必 为 可 解 蔡 ( 凑 看 习 组 20 第 3 是)、 
7. 单 绩效 及 鞠 当 -党 尔 德 (Jordan-H6lder) 定 理 任 一 个 MM- 
区 6 中 ,可 树 G6 及 1 都 是 不 变 M- 子 草 , 如 果 仿 六 1, 并 和 且 寂 的 不 
变 子 下 只 有 必 自 身 及 1, 则 5 叫做 M- 单 类 全 ， 例 如 ， 阶 数 为 浇 欠 
的 任 一 个 循环 个 是 单纯 价 。 另 一 类 重要 的 单纯 涂 可 由 下 面 的 定 记 
葵 出 . 
咱 理 3。 如果 x 之 5 天 交代 愉 4。 是 单纯 村 
证 ”我 们 已 知 , 4 可 由 它 的 三 元 征 环 (ij%*) 生成 (习题 14 第 
2 感 )。 其 次 要 指出 的 是 : 如果 4 的 一 个 不 变 子 司 9 含有 一 个 
三 元 循环 ， 划 它 包含 着 所 有 三 元 循环 ; 因此 就 与 4 重合， 这 因 
为 , 合 {123)€ 允 , 兰 合 (i 玉 ) 是 全 一 个 三 元 御 环 , 划 可 把 上 映 服 1 一 i， 
2 一 ,3 一 多 扩张 成 1,2,-….# 的 -一 个 车 换 


r=() 2 3 4 小 


于 
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和 如果 Y 是 坷 墙 换 , 则 以 (zm) 右 琵 而 得 一 个 偶 址 换 ， 故 可 假定 y € 
4s。 因 为 y (123)7 一 〈# 拘 )E 允 ,就 得 所 要 旋 的 略 果 ， 今 将 指 田 : 
如 果 习 关 1, 划 飞 必 含有 一 个 三 元 循环 。 合 w 是 属于 9 的 一 个 置 
换 , 必 夫 1 并 且 是 允 里 天 1 的 固 换 中 含有 最 多 不 变 元 素 的 沪 换 . 
如 果 w 不 是 -~ 个 三 元 循环 , 则 % 或 是 含有 一 个 循环 , 它 的 长 之 3， 
从 而 受 变动 的 元 素 超 过 三 个 ;或 卫 至 少 是 两 个 不 相交 的 对 换 的 积 ， 
因此 可 假定 


(16) ea 一 (123，… )( 7 
或 
(17) & 一 (12)(34) 


因为 a 不 是 奇 优 换 (123k) 中 的 -个 ， 故 (16) 里 的 x 至 少 必 蛮 动 其 
他 两 个 数字 . 壁 如 说 是 4,5。 今 合 B 一 《〈345) ,并 作 a = Ba8. 如 
果 “ 是 (16) 的 形状 , 划 
a 一 《124 CC ) 
如 盯 a 是 (17) 的 形状 ,其 
a = (12)(45). 
如 果 a 使 一 个 数字 i > 5 不 变 , 则 显然 m 也 使 宅 不 变 ,从 而 war 
也 使 旋 不 变 。 但 < 取 416) 的 形状 时 ,leaoe- = 1, 而 取 (17) 的 形状 
时 ，laio 一 1, 及 2aio 二 2， 故 mer! 比 民 有 更 多 的 数字 不 变 ， 
因为 wan' 关 1, 这 与 w 的 移 法 矛 持 ， 故 是 一 个 三 元 循环 , 而 定 
理 完 全 证 朋 ,? 
和 如果 5 是 全 的 不 变 M- 子 午 , 5 了 D5, 并且 不 能 有 不 变 M- 子 
醒 员 存在 使 28 29， 则 光电 做 6 的 极 大 不 变 M- 子 在， 由 一 
个 地 的 子 奉 与 一 个 商 夫 的 子 硬 之 间 的 对 应 易 知 : 多 是 押 的 极 大 不 
双子 村 必 组 而 且 只 须 @/9 是 敢 单 本 村 
设 储 ‘看 列 
(18) 名 = DOO, =1. 
中 ,每 个 8;,1 祁 是 6; 的 极 大 不 变 M- 子 合 , 则 这 个 正规 尝 列 叫做 


1 这 个 考 明 本 质 上 与 范 德 威 尔 管 的 近世 代 数 上 的 焉 明 相 同一 一 着 者 注 。 
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合成 李 列 ， 所 以 合成 杖 列 是 一 种 正规 芋 列 ， 它 的 各 个 商都 是 所】 
的 单 关 芍 ，M- 淹 鲁 不 一 定 各 有 一 个 合成 著 列 ， 例 如 ,如 果 M 是 袜 
集合 ,而 5 是 一 个 无 限 变 换 舌 ， 则 6 治 有 合 站 本 列 、 要 证 朋 这 事 
实 ,首先 要 指出 的 是 :一 个 单 塘 交换 切除 1 及 整个 本 外 ,没有 其 他 子 
芝 , 故 这样 的 萤 必须 是 率 数 阶 的 有 限 循 环 恒 ， 所 以 ,如 果 (18) 是 普 
过 交换 大 的 一 个 合成 春 列 , 则 商 恒 久 /@;s; 是 来 激 阶 的 循环 春 ， 但 
填 一 个 车 @ 包含 有 限 阶 茵 的 一 个 于 车 史 及 有 限 指数 +， 则 司 是 
有 限 阶 mr 的 全 ， 册 此 易 知 ,如 果 一 个 看 具有 一 个 全 成仁 列 , 它 的 
商 是 有 限 便 ， 则 它 自身 是 有 限 司 ， 特别 是 , 8 为 一 个 普通 交换 洗 ， 
而 有 -- 个 合成 至 区 时 , 则 必 是 有 限 芥 、 

如 果 一 个 M- 至 有 一 个 合成 邓 烈 , 则 合成 商 ( = 合成 攻 列 的 商 ) 
是 由 禁 哗 一 决定 ， 这 就 是 下 面 定理 前 内 容 ， 

区 当 - 才 尔 德 定理 一 个 -党 的 任 两 个 合成 草 列 是 等 价 的 . 

证 ”出 权 莱 尔 定理 知 ,合成 群 列 有 等 价 的 加 次 ， 反 过 来 ,由 合 
成 型 乔 的 定义 易 知 , 这 样 萤 列 的 加 冲 与 粹 定 筹 列 有 相 加 的 * 1 的 
商 . 钢 为 在 加 和 要 烈 的 各 南 间 成 1 一 1 对 应 , 故 等 于 ! 的 商 配 成 对 ; 
于 是 , 专 ! 的 商 也 配 成 对 ， 因 为 这 些 者 是 答 定 合成 洗 列 的 合成 阶 ， 
故 知 这 两 个 合成 可 列 是 等 价 的 . 


习 题 55 


1 应 用 移 当 - 赤 尔 刍 定 理 于 有 限 备 环 村 ， 以 医 明 : 一 个 下 整数 分 解 为 正 素数 因子 
的 唯一 性 . 
2 如果 区 有 -一 个 合成 淹 列 , 求 凸 :如 果 加 的 任 一 个 正规 琴 列 斑 名 项 是 眉 递 泪 的 ， 
则 可 各 秋 为 一 个 合成 到 列 - 
3. 如 果 信 有 一 个 合成 革 列 , 求 臣 : 全 的 任 一 个 不 变 子 鞭 及 售 的 任 一 个 商 茎 各 有 
一 个 合成 么 列 ; 并 求 王 :这 些 绎 列 的 合成 商 县 M- 同 构 子 全 的 合成 商 . 
$8. 炙 条 件 ” 令 叙 述 两 个 条 件 ， 它 们 一 起 成 为 M- 谷 @ 拥有 合 
成 化 列 的 充 要 条 件 . 
I 降 链 条 件 . 如 果 
5 ,I 
是 M- 子 欧 的 一 个 递 陷 序列 ,使 鱼 , 是 @ 的 不 变 子 区 ,而 每 个 人 + 
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是 辐 的 不 变 巴 至 时 , 旭 有 正 整 数 N 存 在 ,使 gw 二 wri 一，…。 
工 “ 逢 链条 件 ， 如 果 9 是 一 个 正规 其 列 的 任 一 项 ,而 
“ HEDEDE.- 
基 M- 子 各 的 -个 遂 升 序 向 ,都 是 多 的 不 变 子 车 , 划 有 正 整数 M 存 
在 ,使 Sx = ur 一 …-， 
我 何 知道 ,如 果 人 6 是 交换 车 ， 划 任 一 个 子 剧 都 是 不 变 的 ,并 且 
任 -~ 个 子午 必 是 一 个 正规 绰 列 的 -- 项 ， 此 时 ， 工 及 工 可 更 简单 地 
叙 滤 如 次 : 
五 ”如 果 
6,25,2 65,2... 
总 M- 子 笃 的 一 个 遵 降序 烈 ， 刚 有 正 整数 N 存 在 , 使 Gn 一 Gyr 


罚 如 果 
DEDEDS... 

是 M- 于 重 的 递 升序 刘 , 旭 有 正 蓝 数 N 存 在 ,使 9w 二 Dwny 二 *……。 

事实 上 ,如 果 已 知 歼 二 {入} 包含 着 人 的 所 有 内 自 同 构 , 则 这 
两 个 条 件 也 可 用 于 非 交 换 春 ， 这 因为 ,此 时 任 一 个 M- 子 车 也 是 不 
些 钢 ， 令 证 下 面 的 

定理 4. 一 个 M- 幕 久 有 合成 天 列 的 充 要 条 件 是 5 适合 这 两 
个 键 条 件 . 

证 ”充分 性 ， 首 先 我 们 要 指 量 ,如果 多 去 1 是 一 个 正规 车 列 
里 一 项 , 剧 马 含有 一 个 极 大 不 变 M- 子 带 ， 这 因为 , 或 者 人 5 = 二 1 
是 习 的 极 大 不 变 子 擎 ， 或 者 存在 有 多 前 一 个 次 不 变 M-- 子 车 多 ,、 
使 95C9:， 在 后 一 个 情形 下 ,如 果 9, 不 是 9 的 一 个 极 大 不 变 M- 
子 章 , 则 有 史 的 一 个 里 不 变 M- 子 茶 5 存在 , 它 惧 的 包含 9 这 
样 经 过 有 限 步 又 后 , 必 当 停止 ; 再 则 ,就 取得 出 9 的 不 变 M- 子 二 
前 一 全 无 限 芙 递 升序 列 ， 而 与 工 子 盾 了 ， 底 然 址 得 一 个 正规 树 列 
里 任 一 项 多 者 有 - -个 极 大 不 变 M- 子 至 ; 在 特 款 可 知 , G 一 @ 必 
含有 一 个 极 大 不 变 M- 子 尖 人 人 也 含有 -一 个 极 大 不 变 M- 子 于 
5, 等 等 . 于 是 ,得 到 凌 递 降序 列 @ = GD 人 DG ,其 中 每 个 
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人 + 是 前 一 个 的 极 大 不 变 M- 子 型， 由 了 知 ,有 一 个 有 限 数 * 十 了 
存在 ,使 Gu 一 1， 故 有 一 个 台所 蔡 列 . 
性 ， 合 6 有 -一 个 合成 型 询 
一 人 DG2D .DG 一 1， 
大全 允 ,>9:>.… 是 M- 村 的 -一个 其 递 降序 列 ,使 5 是 6 的 不 变 
子 著 ， 而 在 i 之 工时 ， 5m 是 5 的 不 变 子 至 ， 我 们 要 王 朋 : 5; 的 
个 数 不 会 趋 过。 十 1， 这 因为 ,如 果 超 过 ， 十 1， 则 由 于 
639.5925 DL 

是 一 个 正规 著 列 ， 故 由 到 菜 尔 定 更 知 ,这 个 稚 列 存在 一 个 加 着, 使 
和 与 合成 若 州 的 加 类 等 价 ， 如 果 将 重复 的 去 掉 后 , 风 得 多 - 芥 列 的 
一 个 加 稻 , 它 是 一 个 合成 堆 列 ,而 其 项 数 超过 s 十 1， 这 与 网 当 - 堆 
尔 德 定理 矛 导 ， 故 @ 必须 适合 工 同样 洽 征 知 ，G 必须 适合 下. 

如 果 G6 是 一 个 有 限 剧 ,显然 @ 对 于 任 一 个 算 子 集合 M 适合 
链条 件 , 故 对 于 任 一 个 M-- 个 有 限 王 必 有 合成 罕 列 . 当 M 为 论 集 
侣 时， 及 得 的 一 个 合成 著 列 叶 做 常 合成 雁 列 ， 这 种 芥 列 的 形状 为 

= 人 DG6D .DG 一 1 

这 里 gj 是 ;的 一 个 不 变 子 芥 , 千 且 Gi/Gr+: 是 一 个 单 生 埋 ， 狗 
当 - 雹 尔 德 定理 让 明 由 8 所 决定 的 单纯 零 @;/@ri 的 集合 的 不 变 
性 ,和 如果 M 是 内 自 同 构 的 集合 3, 则 M- 子 罕 是 不 变 子 淹 , 此 时 合 
成 直列 具有 下 面 性 质 :每 个 久 , 是 @6 的 不 变 于 要, 并 且 @ 里 不 存在 
不 变 子 春 8' 使 久久 卫 6;.4， 这 样 的 合成 忆 询 叫做 首要 午 列 . 仿 
地 ,如 果 必 是 自 同 构 的 全 集合 ,此 时 的 合成 零 列 叫 做 特征 硬 列 ， 如 
果 导 是 自 同 态 的 休 集 合 ， 此 时 的 合成 办 列 叫做 他 不 变 寿 列 。 对 也 
这 儿 种 条 而 , 狗 当 - 霍 尔 德 定理 当然 也 可 应 用 . 
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I. 来 5 及 54 的 合成 群 列 、 

2. 求 圣 : 一 个 有 限 群 是 可 解 的 必须 而 且 只 须 它 的 合成 商 部 是 过 数 阶 的 特 环 本 . 

3。 求 稣 :一 个 无 中 特 环 午 (M 一 风 ) 适 合 升 印 条件 ,但 不 适合 降 链 条 件 ， 

4. 兮 re 是 1 的 证 个 复 要 的 深 法 汪 , 这 里 请 是 固定 的 索 数 ,而 & 一 0,1,2,3。…- 
求 旺 : Du 的 各 个 曲子 群 是 有 有 限 手 环 群 、 于 是 , 求 姓 : Utp, 适合 降 链 条 件 ,但 不 下 合 升 
链 条件 。 
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9. 直接 积 ”本 节 言 论 从 = 个 答 定 的 M- 看 @，G:，……，G，。 作 
出 一 个 M- 寿 的 一 个 简单 作法 ， 合 各 是 税 焦 合 gG X 8.X .…XG@o， 
其 元 素 为 
ea 一 (are a), a; EG;, 
并 在 下 丘 以 公式 
(19) (Cap02 ee san) (BBs bs) = Cabisabay :sanbn) 
定义 一 个 合成 。 和 如果 4 二 (a)， 二 《87)， 及 < 二 (ec) 旧 
Cab)e = (abi)er) = Cai(bic)) = albe). 
元 迷 
1= (1,1,..°, 1) 
易 知 是 @ 里 舶 恒 竺 元素， 如 果 合 a 二 (a 门 ), 刚 aa 二 [二 a'a, 
故 鲁 按 上 述 的 合成 成 一 个 便 ， 其 次 ,对 于 mE€ M， 定义 
(20) av a an) = (a ta 
EU 
Cab)m = (Cabi))m = (Caibi)m) = (Caim) (bim)) 
= (am) (bm), 
故 和 是 一 个 M- 春 ， 这 个 M- 要 叫做 @; 的 直拨 积 ,如 作 
= XX x 
如 果 每 个 久 ; 是 ni 阶 有 限 区 ,显然 入 是 * 一 II 阶 有 限 看 . 
岛 是 交换 千 必 须 而 且 只 须 各 个 8; 都 是 交换 村 .如 果 在 考 5; 里 采 
用 加 法 训 号 , 则 可 每 成 
{19") 《aiyaay az) + (Bsba, -bs) 
= at Ba tt bye san + bs) 
以 代替 (19), 此 时 @ 蚜 做 6; 的 直接 和 ,写作 
6 = 806,0. .D8,. 
$1 里 所 给 关 于 三 蕉 实 向 量 于 的 例 实际 上 是 直接 和 6@6@G， 
这 里 @ 是 关于 实数 的 算 子 焦 合 的 实数 加 法 区 ,而 用 普通 乘法 做 运 
算 ， 这 由 定义 就 可 明白 的 ; 并 且 立 列 可 以 推广 到 雁 向 量 礁 ， 查 
接 和 的 另 一 个 齐 要 例子 是 天 6 四 6 外 中 人 , 这 里 G 是 整数 的 加 
法 蔡 , 而 M 二 局 ， 这 树 的 元 素 是 整数 癌 量 《或 " 整 点 ”) ,而 加 法 是 
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用 通常 的 网 量 加 法 (19), 
候 就 任 次 萄 的 直接 积 作 两 点 入 单 说 明 。 第 -~ 是 直接 积 与 商 的 
次 序 尤 关 ; 就 是 说, 如 果 1 ,2 ,… ,zn 是 1,2,.… ,的 -- 个 吉 换 , 则 
GX BX … X GuwM- 同 构 于 @ X gG: Xx .… X 6,。 事实 上 ， 
我 们 易 知 ,对 应 
(atbyaa em (aa 
是 -个 M- 同 构 ， 其 次 ,如 果 < #2 过 
(G XX EG) X (Gor XX GX 
X (Bt XX Bs,) 
M- 同 构 于 G X @: X … XX 岛 ,， 这 里 映照 


CN ao (enrtb am 


ar 
是 一 个 同 构 ， 在 特 款 ,因为 (®, X Ba2) X @: 及 @ X (®; X 人 5) 都 
与 @ X gB X @ 等 价 , 夏 它 们 也 是 等 价 的 。 所 以 在 M- 同 构 来 袜 ， 
春 的 直接 乘法 是 可 竺 合 的 ,也 是 可 交换 的 . 
10. 子 其 的 直接 积 ” 仿 将 决定 一 个 M- 树 同 构 于 一 个 直接 积 
的 条 件 ， 为 车 这 个 目的 ,我 们 进一步 讨论 者 接 积 @ 一 8, X @p X 
“XxX 也。 会 加 是 护 里 形状 如 
a = (11331541 1) 
的 元 素 的 集合 ,这 里 a; 在 第 i 个 位 办。 显然 , 8; 是 入 的 一 个 MM- 
子 春 ,在 对 应 
a (ly lsar,L,-*,1) 
下 同 构 于 ;， 双 因为 
《ceilci es er ssd, al, ,TCscas: sen) 
= (1 ,1 ciacisl,** ,1), 
故 全 :是 备 的 不 变 子 车， 其 次 是 ,外 的 一 个 任意 元 素 (a1 ,az，……… ,an) 
等 于 积 am os， 这 里 afEG@r: 故 
{21) § = FG; 人 0 
换 旬 话说 ,里 包含 着 及 有 :的 最 小 子午 是 @ 自身 . 最 后 , 内 
为 
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IS; Gi 
里 任 一 全 元 素 的 形状 是 
(413 92 2 sl sy Girly 0 sa), 

而 色 的 任 一 个 元 案 的 形状 是 (1,… ,1,4i,1,"… ,1); 所以 ,等 式 

{aya sgl sar -ae) = (lye sl gl, ,1) 
可 推 得 a; 二 1， 于 是 ,81 与 51. @; 人 .的 公共 元 素 的 所 
有 支 量 a; 一 1， 故 知 
(22) GN HG BG = 1 = ,2 
因此 我 们 已 诈 明 了 下 面 定理 的 必要 性 部 分 . 

定理 5。 一 个 M- 爱 8 同 构 于 一 个 丁 接 积 久 ! X 8, X …… X @n 
的 充 要 条 件 是 : 包含 有 与 @; 同 楼 的 不 变 M- 子 性 @;, 使 (21) 及 (22) 
成 立 . 

今 证 明 这 条 件 的 充分 性 。 融 M- 硬 @ 含 有 同 构 于 @, 的 不 变 
M- 子 淹 色 , 且 适 合 (21) 及 (22). 则 由 (21) 知 ,多 的 任 一 个 元 素 的 形 
状 为 do ay， 这 里 a 6 8， 会 i 天 j 并 考究 积 aiaj(an) (en 
因为 aaD(eDmEG@G， 故 aicefeD a) € GY. 双 因 为 
a) KeDmE@G， 故 wearoDm(CeD0 6E 人 8， 但 由 〈22) 知 ， 
人 NG 二 1, 故 aial(aD) Ce 一 一 1， 而 


这 证 明了 了: 每 个 看 名 的 任 一 个 元 过 可 与 不 同 的 替 合 的 任 一 个 元 
素 交 换 。 由 上 叱 十 推 得 ,如 果 a € 8/，5;&€ 名 |， 则 
{23) 《aia sar) ChB Ba) = (abaB6D) Cas bs). 
分 考究 直接 积 久 , X 久 , X … X Ge。 全 oj 一? of 是 全 :到 人 久 / 上 的 
一 个 同 构 , 仿 将 证 明 :映照 
《24) [CE 
是 甸 ! X G5, X.… X 人 到 加 上 的 一 合同 构 。 这 因为 ， 首 先 由 
《23) 得 
《glbga Gn) (Bib2 so) 一 《alyazba snbn) 
Cab) Casa Canbe)” 
= Cb) (eb) -Carbs) 
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= (aaa) (bb 6 ), 
均 映 照 (24) 是 一 个 同 态 ， 因 为 
102° an)m = (Cam, om am) 

> am) Com) "Canm) 

一 (ala “an )m, 
故 这 映照 是 一 个 M- 上 映照 。 因为 驴 的 元 素 的 形状 是 clos…a% ,这 
里 a4€ 81, 故 这 个 映照 是  X B, X…- X @。 到 名 上 的 M- 同 
态 ， 最 后 ,考究 同 态 核 、 合 cid 

(a)™! = 相国 i: 

由 (22) 知 ，ai 二 1， 于 是 ,每 个 oi 二 1， 改 知 网 态 核 是 恢 等 元 素 . 
所 以 这 映照 是 同和 构 ,而 定理 就 完 公证 明了 . 

由 于 这 个 因果 ,所 以 ,如 果 久 ,,62,… , 8, 是 M- 杯 @ 的 不 变 
M- 子 葡 , 适 合 
《25) ® 一 B88, ,BN (B,D) 一 1 
则 股 : M- 夫 8 是 不 变 MM- 子 便 @yBa， …,G。 的 仁 接 积 ， 严 客 地 
及 ,当然 只 能 承 献 @ 与 直接 积 5, X Ga X …， X Go 是 同 构 的 ， 但 
为 简单 起 昂 , 我 们 不 强调 这 种 区 中 ,而 逐 写 做 @ = @ X 8, X 

x ®,. 

作为 定理 5 的 判别 蕉 天 的 发 明 ,我 何 姓 有 明 下 面 的 定理 ， 

定理 6，。 如果 久 是 # 一 好 各- 节 阶 有 限 街 环 司 , 这 里 p; 是 
素数 ,并 且 天 7 时， pi 冯 pi 基 芒 是 piGi 二 1,2,.，…，s) 措 的 
循环 蛋 的 苗 接 积 . 

放 分 5 是 pi 阶 字 恒 ， 并 全 8' 二 5%…G,。 因为 
5' 导 久 ;, 故 这 个 于 区 的 阶 数 x 可 以 后 除 尽 . 于 是 ,# 可 以 一 
Pp? pr 除 尽 鼓 s 二 #, 而 人 一 名 次 合 易 是 名 的 1 二 
oj tp 阶 子午 ， 合 3; = 站;, 则 3; 是 人 的 一 个 学 匠 ， 写 的 阶 
数 可 除 尽 wi 及 的 因为 (xn1，p?) 一 1， 故 知 3; 二 1， 闵 即 
:NG 二 1。 因 为 多; 的 阶 数 可 以 gfi(j 才 站 除 尽 , 故 $9; 己 5。 了 于 是 ， 

DB 


故 


37， 


SN 人 一 1 

因而 适合 定理 5 的 各 个 条 件 . 

定理 5 的 条 件 (21) 及 (22) 须 涉及 子 罕 公关 前 关系 , 下 面 定 理 
葵 出 关于 元 素 前 条 件 , 用 在 验证 上 常 较 容 易 . 

定理 7， 如 果 鱼 包含 M- 子 苇 人 :i 二 1,2,… ,nm), 合 (1) 到 j 暑 ， 
对 于 任 一 个 a1€ Bi 及 任 一 个 aE) 有 aiai 二 qjai， 并 且 (2) 针 的 
每 个 元 素 必 有 而 且 只 有 一 种 方法 写成 积 ma ao) 这 时 a1€ 5:, 卓 

= X GX 

证 首先 要 指出 的 是 :每 个 久 ; 是 储 的 不 变 子 再 ， 这 因为 ,如 

果 gi Ei, 并 且 4 = aaa arsdiE@i， 则 由 (1) 知 : 
qlgia = 05 “arar giqa “an RE 加 
但 由 (2) 知 ,a 可 表示 @ 的 任 一 个 元 素 , 故 久 : 是 @B 的 不 变 子 千 . 
再 由 (2) 知 , 全 一 GG Go 故人 人-Gi…@。 的 任 一 个 元 
素 的 形状 为 aaa …e-iai+i anseiE 全 如果 这 个 元 素 属 于 节 ， 
则 有 
Ga 一 0142 adj-10i417 Ass G4 € Gj 
故 
1 lal = gaa oilep sa 

内 为 每 个 元 素 只 能 有 一 种 方法 写成 积 are …an(ajE @;) , 故 m 一 1。 
于 是 ， 你 门 铬 放任: 人。 一 1。 故 由 定理 5 知 这 个 定理 成 
立 、 

由 定理 5 移 鞍 明了 还 看 到 : 从 条 件 (21) 及 (22) 也 可 以 推出 这 定 
理 里 的 (1 ) 及 ( 2 ) 两 个 条 件 . 

下 面 关于 子 醒 的 直接 积 的 重要 和 精 果 至 此 不 难 导出 : 

有 加 果 匣 一 区 XX.…XGo 期 画 二 多 X 允 X 

X 多 ， 这 里 9 一 晤 Go Go D, = Gu， 
5D, = Bor 2 a 
还 有 
D, = BX ®, X + XGo， 
D1 = Buri X nt X “+ X Bo,s 
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D, = Go sn X Go ra XX Go 
B. 因果 @@ 一 9 X 驴 X … X 入 ,并 县 (26) 成 立 , 刚 全 二 
GX ,XxX +X FB,. 
证 明 都 从 略 。 我们 还 有 下 面 的 千 果 : 
C. 如 果 人 一 @ XS,, 凡 GEG/G:. 
这 因为 , ,是 @ 的 不 变 子 芭 救 
二/@ = 全 Bz/G SF BB NS) = Gz/1 二 Ga， 
所 以 这 和 辕 果 可 由 第 二 同 构 定 理 直 搂 得 出 


习 题 5 


1， 从 站 楼 证 胃 下 面 的 精 果 来 胜 胃 定理 6: 如 果 8 是 二 一 ctgsre np 阶 的 一 个 
元 于 , 则 2 呈 be 这 里 的 阶 数 为 Pz。 

2. 和 如果 入 是 一 st 阶 任 环 昔 ,这 里 ,人 ) 一 1。 求 耳 : 人 一 允 X 凡 ,这 里 人 
前 阶 数 是 :， 而 名 的 阶 数 是 # 

3。 各 果 作 是 9 二 Pampsrrpocr 阶 有 限 交换 者 ,这 里 pi 是 不 同 的 来 激 ， 求 证 : 
6B 一 @:xGex…x 区 ,这 星 G@) 是 一 个 子 莹 , 宇 的 所 有 有 元素 的 阶 数 是 ps 的 圳 ， 


11， 射影 合 @=@GXG@X… XG@o, 这 里 人 是 子 全 ;并 
会 Gi = 1,2,… 54) 是 储 ; 到 另 一 个 M- 蔡 画 内 的 一 个 同 态 。 我 
们 更 假定 ,如 果 xi€ 储 :,，xi€ 8 而 且 ?天 站 时 , 卓 

Capi) C9) = xp) x7), 
人 鱼 的 任 一 个 元 素 * 可 写成 xixa…… xo,xi;€ 信 !:， 故我 们 可 以 用 下 天 
臣子 定义 从 马 测 惫 内 的 一 个 映照 7 
{27) xx2° Ka) = xo) xn) xn) 
可 直接 地 验证: ”是 入 到 各 内 的 一 个 M- 同 态 . 

如 果 画 也 是 一 个 直接 积 , 则 这 样 拼合 久 ; 的 M- 同 态 的 方法 是 
非常 重要 前 ， 辟 如， 分 久 一 可 X 加 XX 名,， 逢 全 六 是 人: 
到 人 内 的 一 个 同 态 , 则 xzj《 匣 ，xmjE 加 |。 于 是 ;如果 宗 万 则 
《x Cx297) 二 《x97)《xi9;)， 故 知 (27) 所 葵 由 的 映 腿 是 仿 到 画 
内 的 一 个 M- 同 态 . 

我 们 首先 应 用 这 个 襄 朋 来 定义 荣 些 自 同 态 ， 而 这 些 自 同 态 是 
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与 名 前 间接 分 解 为 G X 8, X …… X 名。 相伴 的 、 屋 定 义 台 六 间 
的 自 司 访 , 宅 是 拼合 下 天 各 自 同 态 而 成 : 
0 
期 由 (27) 得 
(28) WE: 二 《Xia Ka)E; 一 ti 
如 果 i 是 @@ 的 任 一 -个 元 素 , 旭 x; 分 解 为 8; 的 元 素 的 积 是 
xi = ll 1, 

故 由 (28) 虹 然 有 xisi 二 xi 及 xisj 二 1(i 天 让， 如 果 x 是 久 的 
任 一 个 元 素 , 刚 xs 二 xi€ 储 ;:、 歼 《xei)si 一 xsi, 关 且 (xer)sj 一 1。 
所 以 ,如 果 以 6 表 自 同 态 xz 一 1， 旭 得 
《29) 全 一 ee 一 0 全 天 四. 

其 次 ,我 们 纺 映 照 是 正规 的 ,就 是 说 , 它 簿 可 与 的 所 有 内 
自 司 构 交 换 。 这 因为 ,如 果 x 二 xixz xs, xi 8;, 而 5 是 岛 的 任 
济 元 素 , 则 

eve = (awa) (Calva) -Caleraa), 
并 且 gxia EG@;. 故 
(a xa)e: = a ia = a I(x8i)a, 

这 证明 了 & 与 由 “决定 的 内 自 同 构 Cs 可 交换 。 如 果 一 个 M- 自 
闻 态 。 是 正规 变换 ,并 且 也 是 同 势 变换 〈 朗 早 一 e]， 则 < 对 做 射 
影 。 如 果 两 个 射影 ee 有 es’ = 0 一 se 关系 时 ， 则 叫做 正 变 身 
影 。 应 用 这 些 名 向 ,我 们 可 说 ， 由 分 解 外 = @ X 6:X.…… X64: 决 
定 的 & 是 正 交 射影 

还 爱 络 s 的 另 一 个 重要 关系 , 它 含 有 入 里 映照 的 另 一 种 重 
要 合成 ， 如 果 录 及 加 是 革 鲁 到 它 育 身 内 的 两 个 映 腿 , 我们 定义 
和 灵 十 六 为 
(30) Xnr 十 vx) = (#1) Cr). 
这 种 合成 在 交换 看 的 自 间 态 情形 下 前 此 已 讨 询 过 (第 二 章 , 512). 
我 们 知道 ， 和 再 添 了 积 可 使 交换 盈 的 自 同 态 和 集合 变 成 -- 个 环 。 但 
在 非 交 换 情 形 ,两 个 自 同 态 的 和 不 一 定 基 一 个 自 同 态 . 

由 《30) 储 , 关 于 @ 到 旋 自 身 内 的 任意 映照 的 和 合成 是 可 和 精 合 
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前 ,但 不 一 定 可 交换 。 因 六 
XW + 0) 一 (xz2)(x0) = (x = (7), 
x(0 + 9) = (x0) xn) = 1(x7) = (x). 
套 自 同 态 0 (x 一 1) 在 加 法 上 起 恒 竺 元素 的 作用 . 如 肾 我 册 定 义 
一 7 为 < 一 们 二 (xD); 则 
x(—7+ 7 = rn (rp) = 1, 
x(2 + (—7)) 一 《xx = 1, 
故 一 7 十 7 二 0 二 十 (一 7)， 这 证 肯 ; 瑟 里 快照 的 集合 与 加 法 分 
成 是 一 个 价 . 
映照 的 乘法 关于 加 法 适合 右 分 配 律 

(31) pl + a) 一 pn + ps 

xplm + th) = (Czp)m) xp)m), 

zpn 十 py) = xpn) Nz pn)) = (Cxp) mrp)n). 
但 左 分 配 律 -一 般 不 能 成 立 ， 如 果 P 是 一 个 自 同 态 ,因为 

xCCn + 0p) = (x9) Cx))p = (Crm)p) xm)p) 

= (xCnp)) xgp)) = znp + mp), 
此 时 左 分 配 律 仍 能 成 立 。 
仿 回 和 由 直接 分 解 入 一 @G X 全 ,X.… X 全 , 所 决定 的 射影 8; 

的 考究 。 如 果 x 是 @ 的 任 一 个 元 素 ， 则 x 二 xix2*…xs， 这 里 
xi 人 @i， 于 是， 


x 一 《x6l)(xez) (xzen)， 

故 由 加 法 及 1 的 定义 得 
(32) 1 

《29) 及 (32) 两 个 性 质 是 由 直接 分 解 万 决定 的 身影 的 特性 ， 故 
届 eye ,se 是 适合 (29) 及 (32) 的 正规 M- 自 同 态 , 则 久 ; 二 Be, 
是 -- 个 M- 子 擎 ,和 卉 用 因为 

Cre) a = (aia)s € @i, 

故 @; 是 不 变 子 萤 ， 央 为 

x=xl = xst+tet + 6) = (re) xe) (xes), 
故 入 一 BIG -85,、 共 次 ,因为 8; = 号 e;:， 政 6 是 冤 里 剧 等 映 
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照 ， 芽 且 在 j 关 i 时 ,si 把 5; 映照 多 41， 所 以 ， 如 果 x € [0 
有 xer 一 zs， 又 有 xz6i 一 1) 改 

人 BGS 一 人 :HE 一 1 
于 是 , @@ 一 人 X 多, X … X 名。 因为 * 一 (xze)(zez) (rena), 
而 xefE@， 故 由 这 个 分 解 扩 决定 的 射影 是 输 定 的 映照 #， 我 们 
的 讨论 就 到 此 为 止 ， 


可 题 58 
1 如 果 人 是 一 个 正规 自 国 态 , 求 用 : ?的 形状 是 an 二 cs, 7e 这 显 cas) 是 
与 人 9 的 各 元 素 可 交换 的 一 个 元 案 ， 着 且 c(s5,9) 一 ee)[ac(3 ar 
2 如果 心 @ 二 1, 或 者 换 位 子 夭 你 = 信 (参看 习 蚜 51 弟 3 蜂 定 义 ), 求 配 ; 恒 
等 喘 妥 是 人 的 唯一 正规 由 回 构 . 
3. 全 全 ea …， En 是 -个 机 接 分 解 的 射影 。 如 果 二 ,6，…wii 不 相间 ， 求 证 : 
Bf Bis 十 … 十 Bir 是 一 个 自 同 态 , 并 求证 : 合十 全 二 61 十 Bi. 

12. 分 解 为 不 可 分 解 玖 ”如 果 -- 个 M- 价 外 一 人 X @,, 这 里 
各 个 @ 是 鞭子 桂 , 旭 说 5 是 可 分 解 的 ， 于 是 ，G@i 六 T， 改 射影 
esG 二 1,2) 关 1, 天 且 也 关 0。 所 以 ,如 果 8 是 可 分 解 的 , 则 有 护 
的 射影 存在 , 宅 们 夫 1,0， 反 过 来 , 它 也 是 入 成 为 可 分 解 的 充分 
条 件 ， 这 办 为, 合 6 是 一 个 射影 关 1,0， 命 @6 二 G6t 并 命 辐 基 
自 同 态 sl 的 核 , 则 5 及 全 都 是 M- 子 本 ; 且 因 为 ea 的 正规 性 ， 
这 两 个 子午 都 是 不 变 子 天， 如 果 * 是 入 的 任 一 个 元 素 , 因为 

(fxsD lx) = (Cxe) le) (xel) = (xs (xel) 一 1， 
故 z 一 x( 一 6 十 1 二 (xa) iw E68, 于 是 ,x 二 (xsi)x 名 3,, 其 
次 ,如 果 是 名 的 尾 一 个 元 素 , 则 入 里 有 一 个 x 使 x = xel， 于 
是 ,和 一 x8l 一 xz 人 一 ze 改 全 们 @ 一 1 ， 因此, 多 二 人 5, X ®. 
因为 ga 关 1;0， 故 重头 从 ， 久 , 关岛, 而 生 是 可 分 解 的 ， 因 此 得 
下 驹 的 定理 ， 

定理 8， 一 个 M- 愉 8 是 可 分 解 的 充 要 条 件 是 存在 有 岛 的 
射影 ,它们 头 1， 关 0. 

其 次 ,我 们 要 证 明 , 任 一 个 草 人 尖 1 如果 适 合 不 变 M- 子 茸 的 
降 锣 条 件 , 则 手 可 分 解 为 不 可 分 解 M-- 村 的 交接 积 。 我 们 岳 作 的 假 
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定 是 : 

I. 如 果 全 了 人 @@5 忆 .是 G6 的 不 变 M- 子 倍 的 递 隆 序列 ， 
则 有 一 个 整数 存在 ,使 gu = wi 一 … 

我 们 应 用 这 个 条 件 先 考 : G 有 一 个 不 可 分解 的 直接 因 于 .这 
因为 ,@ 或 是 不 可 分 解 的 ,或 是 @@= @ X ,而 5, 大便, 天 1， 如 
果 G@ 是 不 可 分 解 的 , 写 便 是 所 求 的 因子 了 否则, 6 二 Gu X Gin， 
这 里 Gu 天 @,, 关 1， 于 是 ，G 忆 @ 6 而 @u 或 是 不 可 分 解 的 ， 
或 是 Gu = Gin X nz 而 Gin 天 Gu, 关 1。 此 时 就 得 由 喜 长 的 链 
备 守 61D DD， 依 这 样 得 来 所 有 的 春 都 是 @ 的 不 变 M- 子 对 . 
于 是 ,I 保 祭 这 种 分 解 只 能 朴 过 有 限 步 台 序 达到 一 个 不 可 分 解 的 
直接 因子 . 

今 合 @; 表示 @ 的 一 个 不 可 分 解 的 直接 因子 , 合 @ 一 ,XG@i. 
和 如果 ,天 1, 则 可 分 解 为 81 一 全 ,x 的 ,这里 ,是 不 可 分 解 的 ， 于 
是 ,全 二 6 X 6, X 芭 , 而 晤 是 G6 的 不 变 子 车. 至 此 , gG 或 是 一 1， 
或 是 号 = 5 X 区， 这 里 G6, 是 不 可 分 解 的 ,而 全 是 @6 的 不 变 子 
天. 这 个 方法 导出 不 变 M- 子 用 的 真 降 链 GDGIDGDG3D …… . 
再 由 T 知 ;有 整数 ” 存在 使 B? 一 1， 于 是 ,@@ 一 @ X@oXx-…X 
G@。， 这 里 @; 都 是 不 可 分 解 的 ， 这 丐 明了 

定理 9、 如果 任 一 个 M- 酚 藉 1， 并 且 适 合 不 变 M- 子 绰 的 降 
链条 件 , 则 可 窟 成 有 限 个 不 可 分 解 覃 { 夫 1) 的 直接 积 . 

13. 克 鲁 尔 - 叔 密 特 定理 本 节 将 证 关于 分 解 一 个 M- 生 为 不 可 
分 解 淹 的 理 接 积 的 唯一 性 定理 ， 辟 娃 立 这 个 精 果 ， 除 降 鳞 条 件 I 
外 ,还 需要 下 面 的 升 链条 件 : 

了 I. 如 果 久久 SSS.…… 是 不 变 M- 子 性 的 一 个 递 升序 列 ， 
惠 有 整数 N 存 在 ,使 gu = Guwr = …… 

今 来 考 帘 链条 件 的 一 些 重要 精 果 ， 我 们 先 证 下 面 的 定理 . 

定理 10， 令 8 是 一 个 M- 避 ,适合 不 变 M- 子 又 的 升 缠 及 降 
链条 件 ， 如 果 ? 是 一 个 正规 M- 自 同 态 ,并 且 《1)7 是 1 一 1 映 腿 ， 
或 (2) 使 gz 二 G6, 则 了 是 一 个 自 同 构 . 

证 ”很 定 ? 是 1 一 1 映照。 如 果 对 于 革 一 个 r = 1, 2，…' 有 
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Go = @y， 则 对 于 Gy 了 里 任 一 个 y, 必 有 一 个 元 过 * 存在 ,使 
拘 二 x 二 (x)y, 于是,y 二 x 1E@y 7 但 Gy 于 yr 
故 gz 一 = @1 "重复 这 样 葵 证 条 征 下 去 , 最 后 得 @ 一 G67， 故 
知 ,如 果 人 了 87, 期 外 刁 7 刁 Go1 二 :是 一 个 无 限 潍 降 链 ， 但 因 
了 是 一 个 正规 M- 自 同 态 ， 故 这 个 链 的 所 有 项 都 是 不 变 M- 子 性、 
这 与 条 件 工 也 导 .于 是 ,如 果 ? 是 1 一 1 有 映照, 则 名 一 等 7， 从 而 了 
是 一 个 自 同 构 ， 次 发 @@ = 63?、 合 3k 表 示 自 同 态 (二 0,1,2， 
…) 前 核 , 而 ?1 ， 因 为 采取 丸 一 1, 故 3 一 1， 显然 ,3k-:S3x 
今 发 3 = 3,, 并 介 x 63 则 可 写 > 二 yy， 于 是 ， 
1= 2 = OP = yp 
因为 3 二 3,, 天 yy" 二 1, 并且 了 把 z 二 yy 映 到 1， 囚 下， 
2€ 3.-2， 这 翘 朋 3,, 二 3-:。 这 样 稚 入 下 去 ,可 知 所 有 34 一 1 
于 是 ,或 者 3, = 1, 或 省 
1 一 3C3C3zC.… 

是 不 变 M- 子 下 前 一 个 无 限 疾 升 链 ， 但 后 者 与 开 矛盾 ; 故 知 ,如 果 
7 = 每 ， 则 3 一 1, 才 且 ?是 TI 一 1 映照 . 

如 果 ? 了 是 一 个 下 的 任 一 个 自 同 态 , 则 对 于 某 个 整数 ， 能 使 zy 
二 1 的 元 崇 * 的 全 体 叫做 了 的 根 第， 故 根 集 办 是 同 态 殖 的 核 3, 的 
集合 瑚 上 的 和 ， 我 们 应 用 这 个 癣 念 来 叙述 下 面 的 定理 ， 写 是 塌 明 
唯一 性 定理 的 关键， 

定理 11( 费 延 (Fitting) 引 理 )， 今 @G 是 一 个 M- 重 ， 适 合 不 变 
M- 子 强 的 两 个 链条 件 ，7 是 @ 的 一 个 正 帘 M- 自 同 访 ,期 G 一 咬 xX 
与 , 这 里 办 是 了 的 根 集 , 而 允 适合 97 = 9 的 条 件 ， 

十” 有 不 变 M- 子 漆 的 降 链 8 刁 信 yB7.…, 帮 有 一 个 整数 
7 存在 使 @y 一 Bn， 于 是 ，@ 二 By 二 xy 一 .…， 合 
9 表示 这 个 不 变 M- 子 便 ， 次 湖 究 升 链 3。S31S3,S .… ,这 里 3: 是 
下 的 核 , 则 有 一 个 整数 :存在 ,使 3, 一 3+t， 于 是 ,有 3 一 3 
二 …' 故 3 是 ?的 根 集 只 ， 合 上 是 ，，* 中 过 大 的 整数 .如 果 
x 是 公里 任 一 个 元 素 ， 则 有 一 个 ? 使 x7# = yy， 于是, * 一 
于 (3 有 《yo 的 ， 升 且 [xz(y89 于 一 《xzpC7P 二 1， 所 坟 ， 
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如 果 合 = 一 x(yz)， 则 zy 二 1, 而 z€《 和 R， 因 为 yrED, 故 得 
人 的 分 解 @ 一 R9， 邻 合 w ER 则 w= 二 uy ,并且 1 = wy 二 
#7 于是， w ER, 并且 wy! 二 4， 故 w 二 1， 因此 ,8 二 RX。 

因为 中 = 3,， 故 对 于 每 个 2E 质 显然 有 zy 一 1， 这 意味 着 
7 是 所 里 -个 无 势 自 同 态 。 如果 入 是 不 可 分 解 的 , 则 上 一 和 i, 或 
者 多 一 多 旭 生 多 = 吕 , 则 3 是 无 势 的 ;如 果 甸 一 男 , 则 ?是 1 一 1 
狐 照 ,并 由 定理 10 知 , ”是 一 个 自 同 构 ， 这 多 明了 

梁 1 敲 甸 是 一 个 不 可 分 解 的 M- 芭 ,适合 不 变 MH- 子 春 的 两 
个 链条 件 ,期 @ 的 任 一 个 正规 M- 自 同 访 是 无 势 的 ,或 是 一 个 自 同 
机 . 

由 这 个 系 使 我 们 能 证 得 关于 一 个 不 可 分 解 春 的 正规 无 势 自 同 
态 的 极 有 趣 的 封 半 性 盾 , 郎 

柔 2 今 g 是 一 个 不 可 分 解 的 MM- 车 ,适合 不 变 M- 子 他 的 两 
修 镍 条 件 , 工 今 仙 及 功 是 正规 无 势 M- 自 同 态 ， 如 果 轴 十 功 是 
一 个 自 同 态 , 则 六 十 办 是 无 势 M- 自 同 态 。 

证 根据 系 1 ， 如 果 了 一 东 十 办 不 是 无 势 的 ， 则 必 是 一 个 
自 局 构 ， 合 zr! 是 它 的 逆 变 换 , 显 然 这 个 映照 是 一 个 正规 M- 自 同 
态 : 且 9 十 07 二], 或 为 十 加 二 1, 这 里 入 二 加， 因为 
7#: 不 是 一 个 自 同 构 , 宅 的 核 去 1, 卜 对 于 也 成 立 . 于 是 ,jz 是 无 
势 秽 ， 但 因 久 二 U 十 和 0) = 六 十 2， 双 太 一 (CN 十 ji 一 
大 十 MU 所 以 一 4， 于 是 ,对 于 任 一 个 正 整 数 避 有 
《33) (人 十] 一 如 十 (Ca 

十 (1 十 二 


今 全 秦王 0， 六 二 0， 苦于 上 面 恒等式 里 取 m 二 + 十 ;一 1， 则 
得 1 = 0 的 矛盾 、 故 力 十 为 是 无 势 的 ， 
可 题 59 


1, 兮 功 适 合 T 及 开 ， 并 令 9 是 一 个 正规 自 国 态 . 令 ”是 第 一 个 整数 能 使 
久 07 二 多 z 下 ,并 今 了 是 第 一 个 紫 数 能 使 3 二 3s1, 这 里 31 是 太 的 核 。 求 汪 : rf 一 了 


仿 求 三 主要 的 定理 : 


45 ， 


克 鲁 尔 - 坡 窗 特定 理 ”全 G 是 一 个 M- 生 ,适合 泵 变 M- 子 摆 
的 两 个 键 条 件 ,并 含 
(34) B= xX ,xX ... Xx 6,, 

(35) B=DXDX... XD 
是 6 分 解 为 下 可 分 解 潜 的 两 小 直接 分 解 , 则 s 二 1， 并且 9; 经 得 
宜 瞩 列 后 有 驴 ; 宇 8; 并且 
(36) = DX XX DX Grr XX Es 
= 1,2,. "0). 

在 ” 假 屋 已 得 到 与 的 ,G2， …;G 一 顺序 成 配对 的 呈 92，…， 
号- 使 名 宇 DGi 二 1,2,…,? 一 1), 并 且 (36) 在 《< 妇 一 工时 
成 立 ( 开 始 取 + 二 1, 显然 成 立 )， 今 戎 完 中 间 分 解 
(37) = DX DX XD XG XxX. XG, 

全 1，…: 是 由 这 个 分 解 所 决定 的 射影 ,者 合 胃 ,72，,… 是 


由 (35) 所 决定 的 射影 。 显然 , 和 = (六 到 = 2 wx。 因为 6 


里 任 一 个 * 都 有 zy€ D1;; 所 以 ， 如 果 j 所 + 一 1， 姑 由 (37) 得 
x x 及 x 二 xl 一 1 改 wh = 0， 而 得 关系 
(38) hr = Wh nr t+ ph, 


今 把 它 施 于 人 @- 里 . 因为 此 时 4 一 1, 故 得 1 二 也 #2,， 再 基 任 一 


个 部 分 和 写 一 〈 王 7 在 @ 里 导出 一 个 正规 M- 自 同 态 . 
因为 6.- 是 不 可 分 解 的 , 故 由 系 2 知 ,有 一 个 x(+ 委 z 委 习 存在 使 
zw 定义 名. 的 一 个 自 同 构 ， 我们 可 改称 9 人 二 +,r 十 1) 使 
8 变 为 9。 今 求 起 明 : G@ 福 3， 并且 (36) 对 于 外 二 + 成 立 . 

因为 yj 是 人 - 里 一 个 自 同 构 . 它 的 炉 是 1。 故 5, 里 的 = 能 
使 xy. 二 1 时 , 剧 z 二 1， 于 是 ,wp 把 5, 同 构 地 映照 到 9. 内 。 合 
可 = @,y,， 关 全 21 表示 9, 里 使 ws 二 1 的 元 素 + 的 集合 ， 因 为 
4, 是 和 5, = ,7; 天 镶 , 内 的 一 个 同 构 ， 政 驴 , 由 U4, = I、 及 着” 是 
劝 .的 任 一 个 元 素 , 则 y4.€ 8,, 故 祭 里 有 一 个 > 使 YX 一 vy,. 我 
们 可 把 7 写成 y = Gyop)7) (vg) ,大 知 y(v9.2 册 而 vy 5,. 
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故 9r 二 只 ,二 贡 X55。 因为 多 是 不 可 分 解 的 , 并 且 多 大 1， 
故 多 一 吕 二 ,7.、， 所 以 用 是 .到 多, 上 的 一 个 同 构 ,而 是 
多 一 By 到 ,上 的 一 个 同 构 . 

但 入 把 % XX 多 -XX Gr; X .…" XG 的 各 元 素 胀 到 
1 上 ,又 因为 1, 导出 多 的 一 个 同 构 , 故 

DN DD GG) = 1 
于 是 
{39) 本 三 男人 EGG 
= XX DX GX XX 区 
如 果 x 三 xxx;， 这 里 各 1 一 1 时 ,xfrE3， 而 j 世 7 时 
2 人， 则 有 喘 照 
O: Ya Ke KL Ke Er Ertl Ks 

是 画 的 一 个 正规 M- 自 同 态 .显然 6 是 备 到 上 的 一 个 同 构 ， 改 
由 定理 10 得 @ = @G， 于 是 ，(36) 在 不 = > 时 也 成 立 。 这 就 完成 
了 效 明 。 

如 果 (34]) 及 (35) 成 亦 , 逢 且 扬 是 三 到 多 上 的 一 个 M- 同 构 ， 
则 由 

x 《Cg = Crp) Cratea) Cop ) ,xe € 7) 

定义 的 映照 A 显然 旺 一 个 正规 M- 自 同 构 ， 我 们 易 知 ，Gip 一 9 
故 唯一 性 定理 前 第 一 部 分 也 可 渡 成 下 面 形状 : 

如 果 (34) 及 (35) 是 适合 两 个 链条 从 的 一 个 M- 必 的 两 种 分 解 
成 予 可 分 解 的 因子 ;期 “= 1， 并 且 把 细 的 次 序 适当 颇 列 后 , 草 有 
一 个 正规 自 同 权 上 存在 ,使 Bip 一 2 


习 题 0 


在 下 而 各 吓 里 卢 定 不 变 M- 于 蔡 的 两 个 能 条 件 部 成 立 。 

如果 汪 | 或 者 售 二 信 ', 求 讨 : 面 只 有 一 各 分 解 成 不 可 分 解 恬 的 夸 接 积 。 

2. 兮 起 及 六 ,六 是 由 侈 分 解 为 不 可 分 解 生 的 所 种 直接 分 解 
所 决定 的 射影 。 如 果 适 当地 选取 马 的 次 序 ， 求 节 ; 必 有 一 个 正规 所 同 构 上 存在 ,使 
了 一 pA = 12 

3. 如 果树 人 的 不 可 分 解 的 因子 是 局 构 的 ， 则 全 由 体 齐 谈 至。 如果 时 束 e 使 Ge 
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是 不 可 分 解 紫 ， 则 这 。 几 做 折射 彩 。 邻 e 及 8 是 江 次 独 的 孤身 影 , 求 旺 : 必 有 一个 正 
规 M- 自 同 移 上 存在 ,使 8 二 psp。 

14. 无 限 直 令 将 圭 究 把 有 限 个 谷 的 直接 积 的 作法 拓 广 
到 任意 个 且 去 ， 在 处 理 复 的 任意 笔 合 中 ,为 方便 起 见 ,假发 登 附 广 
下 标 w, 是 取 自 茶 众 合 的: 而且 同一 个 奉 可 计算 多 次 , 亦 序 a 天 BB 
时 ,我 们 不 证 要 @。 天 多 p， 因 此 ,我 条 有 -一 个 集合 汪 = {a] , 子 汪 的 
集合 { 符 } ,及 7 到 {8} 上 的 单 储 映 妥 a 一 Go 


今 先 定义 可 .的 积 策 合 人 8。 这 集合 的 元 淋 是 “向 量 "(…… 


ge ), 它 的 “e- 位 ”上 的 元 素 属 于 集合 更 精确 地 说 , 特 的 元 过 
及 的 音信 映 妥 mx 一 gc, 它 使 / 里 每 个 x 的 象 g 属于 相伴 到 8。、 
因此 ,加 果 & 表示 得 的 一 个 元 霸 , 风 可 采用 通常 的 柄 数 寻 法 g(a) 
来 容 示 象 元 染 g。 

如 果 了 是正 豆 数 的 第 全 (1,2;3，……》} 妈 各 是 序列 (eyes 
的 集合 ,这 里 gi = g(2) € 8; (i 一 1,2,3，,…)。 我 们 还 须知 道 ,如 
果 了 是 任意 的 ,而 所 有 @c 一 多 期 介 是 了 到 G6 内 前 映照 的 全 集 ， 如 
果 沿 用 对 于 环 的 记 法 (第 三 章 ,$12), 则 这 个 集合 还 可 恕 作 (@, 门 . 

今 应 用 @ 是 淹 的 素 实 ,在 全 里 引入 支 量 的 乘法 ， 必 如 ,8 及 
4E 生 , 划 gh 用 方程 
(40) (gh)(a) = Rao 
来 定义 ， 因 为 (gh)(a) € 久 ., 故 名 6 人 下， 由 此 可 见 , 站 及 这 种 乘法 
构成 一 个 者 ， 生 的 恒 等 元 素 1 是 :对 于 所 有 ae 能 使 1(a) = 工 的 男 
数 ;而 6(o) 二 ga 一， 如 果 所 有 @. 是 M- 棕 ， 则 得 也 可 看 作 一 
个 M- 蛋 .为 着 这 个 目前 ,我们 以 
{41) {gm) (a) = go)m 
来 定义 gm. 由 此 可 见 它 适合 基本 条 件 (1) ,这样 得 出 的 M- 草 时 做 
M- 基 5 的 完全 直接 积 , 

今 售 多 是 M- 涯 位 的 任 一 个 子 材 , 而 考究 9 到 @. 内 的 映照 
4 一 4(o)， 由 (40) 及 (41) 显 然 知 道 , 这 个 映 荐 是 多 到 Go 内 的 一 个 
辣 态 ， 象 9 是 5。 的 一 个 M- 子 敌 ， 如 果 对 于 所 有 a,9。 = 8。, 环 
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即 如 果 对 于 了 里 各 w; 同 态 4 一 多 ca) 是 一 个 到 @Gc 上 的 映照 , 则 就 
允 是 @- 的 子 直 接 积 , 显然 , 9 总 是 象 芭 9。 的 一 个 子 直接 积 . 

现在 要 定义 一 种 特别 有 趣 的 子 直 拨 积 ， 避 全 里 元 素 8 对 于 除 
有 限 个 以 外 的 所 有 a 具有 性 质 g(a) = 1， 这 样 元 素 的 全 体 记 作 
有 8。 如果 天 mm an 时 ， gC) 一 1 而 “ 关 B。 有 
和) 二 1， 则 在 g 才 yam; 房 ， 8 时 
(g(a) = 1。 玫 了 I 对 于 生 法 封闭 ， 显 然 , |E 开 , 厦 且 如 果 g €11， 
则 srEIL 故 开 是 下 的 一 个 子 淮 . 

对 于 J 时 任 一 个 y, 如 果 当 x 头 y 时 ,有 8(o) = 1, 这 样 元 素 
& 所 万 的 子 集合 命 为 饭 ， 显 然 gf 是 了 I 的 一 个 子 振 ， 并且 映 有 照 
4 一 AY) 是 加 到 @6y 上 的 一 个 同 构 、 由 此 当然 推出 :对 竹 了 里 的 
每 个 7, 喘 照 4 一 (7) 是 开 划 By 上 的 一 个 同 态 ， 故 开 基 < 的 一 
个 子 让 接 积 ， 这 个 特 氏 的 子 让 接 积 咱 做 Ge 的 直接 积 ， 如 果 了 是 
一 个 有 限 集合 (并 且 只 有 这 种 情形 ), 则 工 = 全 

在 这 有 限 的 情形 下 ,我 们 本 江 章 四 显 出 机 的 特性 .譬如 ,我 


们 易 知 ，@/ 是 开 的 不 变 M- 子 草 , 并 且 
工 TT s.= [UG], 
EF 
2. Sn| Ws |=1. 


这 里 [UG@%] 也 象 民用 的 本 法 ,表示 出 基 9。 生成 的 子 车 ， 反 过 来 ， 
如 果 外 是 任 一 个 MM- 徐 , 它 合 有 有 适合 1 及 2 的 不 变 M- 子 拿 @2 ,出 可 
与 6 的 亏 接 积 是 同 构 的 ， 此 时 , 我 们 也 得 音 地 苛 ， 5 是 它 的 子 司 
的 直 堪 积 ,而 就 记 作 @ 一 IIG2 


习题 61 


1. 令 久 是 一 个 交换 剧 , 温 有 无 限 阶 的 元 小. 对 于 每 个 素数 ,全 人 p 是 由 阶 数 等 
手记 的 乾 的 元 些 所 构成 的 子 集合 ， 求 证: 人 8 是 名 的 一 个 子 到 ,并且 包 一 1 Sp, 
2. 如 果 前 其 里 所 者 交 的 司 久 是 一 个 环 的 加 法 恒 ， 求 胜 ; 多 > 是 弄 炉 .所 以 环 全 
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是 直接 和 袜 提 千 ?" ， 并 且 当 p 寺 4 时 ，GpGe 一 0. 


3. 含 入 是 一 个 MC- 系 ,并 今 { 多 是 G 里 不 变 M- 子 至 的 集合 ,能 使 几 咒 < 一 1. 求证 : 
镶 同 构 于 尖 合 s 一 您 /多 。 的 一 个 子 直 搂 积 。 


了 有 这 基 与 二 掉 积 T 对 应 的 加 法 方面 的 术 薄 与 记 法 ， 一 一 背 着 注 。 
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第 六 章 
模 及 理想 


舱 的 模 的 概念 是 以 还 及 带 算 子 小 的 概念 为 基础 的 一 个 
合成 概念 ， 模 在 研究 抽 人 象 环 到 安 棉 淖 的 自 同 访 环 内 的 同 态 《 所 放 
妇 示 论 ) 时 是 非常 重要 的 。 这 点 首先 为 蒂 德 所 机 县; 但 这 个 梳 念 以 
前 在 代数 数论 上 已 经 出 项 . 

本 章 第 -部 分 引入 模 的 基本 概念 ,进一步 考察 模 的 链条 件 ,及 
有 关 一 般 与 特殊 理想 的 希 尔 柏 特 (HilberD) 基 条 件 。 第 一 部 分 旦 导 
出 诺 德 环 ( 带 逢 链条 件 的 交换 环 ) 里 关于 理想 的 基本 分 解 定理 ， 最 
后 ,叙述 整 性 相关 的 构 念 ,第 三 章 计 前 的 代数 相关 的 梳 念 是 它 的 特 
殊 情 形 ; 内 此 ,这 里 太吉 的 各 智 访 可 应 用 于 域 葵 中 . 

1 定义 

定义 1 在 模 是 带 有 一 个 算 子 第 合并 的 交换 训 织 (合成 用 加 
法 ) ,这 里 外 是 一 个 环 ,而 听 于 适合 基本 算 子 条 件 


1 alx + y) = axt ay, a EA, x,y EM 
外 ,还 适合 
2 (a + Bx = ax + Bx, 


及 

3 (aB)x = albx), 

现在 用 记号 w 表示 交换 爱 里 的 自 同 态 一 sx， 了 划 2 及 
3 两 条 件 与 关于 这 些 自 同 恋 的 下 面 两 条 件 : 

2 (s+ Bi = a bs 

34. 《ae57 一 bias 
是 等 价 的 、 故 知 有 映照 a 一 aj 量 时 到 处 的 自 同 态 环 内 的 一 个 反 
向 态 、 反 过 来 ,如 果 叶 是 一 个 交换 淮 凡 环 3 作为 算 子 系 合 ,而 映 
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照 a 一 ar 是 一 个 反问 态 , 旭 听 是 一 个 左 开 模 . 
我 们 知道 ,从 条 件 1 可 推 得 


(1) a0 = 0, a(—x) = —ax. 
又 因为 sa 一 gi 是 一 个 反 同 态 ,所 以 , 01 = 0, 并 上 且 (一 40); 一 一 g1. 故 
{2) 0x =0, (—a)x = —ax, 


仿 此 可 定义 右 模 的 概念 ， 它 是 带 有 儿子 集合 和 的 一 个 交换 过 
咒 , 氏 是 一 个 环 ,并 且 假 定 a€ 映 到 钢 里 与 4 相连 的 自 同 态 的 映 
照 是 一 种 环 同 态 ， 为 力 合 计 , 与 。 相 速 的 自 同 态 包 作 w， 并 以 xe 
均 示 = 《3 与 *E 牟 前 积 ;于 是 。xar = xa， 关 于 这 个 积 的 假定 是 : 


1r (x + ya 一 xz 十 ?ly 
2r. xf 十 五) 一 Ya 十 zxB5 
3 x(ab) 一 《xz)B。 


如 果 9 是 一 个 交换 环 ， 则 % 的 任 一 个 同 态 也 是 一 个 反 同 访 ; 
反 过 来 也 是 美的 。 所 以 ， 对 于 这 样 环 的 任 -- 个 左 模 可 看 作 一 个 右 
模 ; 反 过 来 也 是 芮 的 ， 这 在 任意 环 的 情形 不 能 成 立 。 但 如 果 % 是 
一 个 任意 环 ,而 外 是 与 并 反 同 构 的 一 个 环 , 则 任 一 个 左 ( 右 ) 史 模 
可 看 作 一 个 右 〈 左 ) -~ 模 .。 为 羡 这 个 月 的 ， 我 们 可 命 *a 一 ax 
《ax 一 xe); 这 里 < 一 4 是 到 9 上 的 一 个 弃 同 构 ， 于 是 ,对 应 
4 一 qe 一 4) 显然 是 所 求 的 如 的 一 个 同 态 ( 反 同 态 ). 

一 个 环 的 加 法 人 若 当 然 可 用 为 那些 带 算 子 其 里 剖 的 部 分 ， 我 们 
先 取 环 站 里 的 4 与 加 法 车 啤 二 ,十 里 的 x 的 积 为 环 的 积 ax， 
显然 2 及 3 都 成 立 ， 于 是 ,这 个 带 算 子 春 就 是 一 个 左 模 ， 此 后 ， 
这 种 模 叶 做 环 所 的 左 模 ， 仿 此 , 取 顺 = 驯 ,十 而 定义 *E 听 与 6 对 
的 积 为 环 的 积 xa, 这 样 就 得 环 站 的 右 横 . 

2. 基本 概念 ”此 后 我 们 只 就 左 模 来 讨 洽 ,而 仅 叶 宇 做 " 模 ", 或 
“at- 模 "、 显 然 对 于 左 横 有 什么 烙 果 ,在 右 模 也 有 相应 的 转 果 . 

命中 是 一 个 对 模 ,并 分 用 基 听 的 一 个 台子 在; 这 就 是 极 ， 习 
是 驱 的 一 仿 子 擎 , 工 且 有 对 于 与 虹 的 元 素 作 的 乘法 县 封闭 的 ， 于 
是 积 zy(zEatyE9i) 显然 适合 21 及 31/， 故 所 是 一 个 模 ， 这 种 模 
时 做 驶 的 一 个 子 模 . 
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仙 畔 是 咀 的 一 个 子 模 , 则 商 全 /9i 可 由 规定 
alx 十 四 二 ax 十 和 

而 成 为 一 个 全 ， 由 此 叉 可 昂 ,这 个 合成 定义 一 个 模 , 这 个 模 吓 
做 观 关 于 饼 的 差 筑 ， 由 于 我 们 此 后 常 同 时 诸 论 差 环 与 莽 模 , 故 为 
方便 起 见 , 对 于 记号 条 取 了 下 面 的 规定 : 即 仍 以 1/% 表 差 环 , 而 
以 中 一 9% 来 差 模 . 

外 模 的 同 态 , 同 构 、 自 辐 态 及 自 同 构 各 松 念 是 带 算 子 硬 方 面 这 
些 概念 的 特殊 情形 ， 故 对 于 带 算 子 基 方面 这 些 概念 所 得 出 的 糙 果 
无 须 改 变 朗 可 柚 移 于 模 ， 例 如 ,我 们 有 :在 同 态 ? 下 ,一 个 模 呀 的 
象 9ty 是 一 个 子 模 ， 这 个 映照 的 核 史 是 琶 的 一 个 子 模 ,并 得 “ 基 
本 定理 ": 员 7 守 9 一 见 青 则 环 并 的 左 模 的 子 模 即 基 左 理 下 3. 

这 些 观念 的 重要 应 用 是 模 叫 里 一 个 元 素 的 阶 理想 的 定义 合 
xz 是 叫 的 性 一 个 元 素 ,而 考究 % 到 叫 内 的 揣 照 < 一 sx， 旺 然 , 这 
是 一 个 必 同 态 。 又 因 为 
(3) ba (ba)x = blax), 
所 以 量 一 个 生 同 态 ， 于 是 ,可 得 下 面 的 烙 芥 : 象 ax 的 集合 Mx 是 
味 辣 一 个 子 模 ,并 且 喘 照 的 核 3: 是 环 % 的 一 个 左 理想 ( 子 横 )， 由 
定义 知 ,3: 是 % 里 元 素 “ 的 集合 , 宪 使 cx = 0 的 。 这 个 理想 中 
做 元 素 * 的 阶 理 i 由 基本 定理 知 ,， 和 圭一 3. 

次 考 守 扫 到 钢 的 自 同 态 环 内 的 环 反 同 态 a 一 ar 的 炉 3. 和 集 
合 3 显 然 县 呀 的 元 素 的 所 有 阶 理 想 的 交 mS.。 象 元 素 a/ 的 子 环 
% 是 与 w/3 反 同 构 的 。 这 3 时 做 模 吸 的 雾 化 子 ， 拭 为 方便 向 刀 
作 0:3 

一 般 说 来 ;如 果 和 ti 及 9 是 呀 的 两 合子 模 , 则 % 的 元 素 “ 能 使 
(4) cE 
时 ,* 的 集合 记 作 9:95， 显然 %:%5 是 % 星 一 个 ( 双 俩 ) 理 起， 这 
全 理想 时 做 吕 除 史 的 商 。 将 来 可 见 , 商 理想 的 研究 在 交换 环 的 理 
想 广 上 是 非常 重要 的 . 

如 果 男 是 环 并 的 一 个 子 环 , 显然 任 一 个 和 - 模 可 作为 一 个 名 
模 ， 次 假定 多 是 一 个 所 模 ,而 中 基站 里 一 个 理 起 合 于 0:99 里 。 
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今 将 古 明 吸 也 是 一 个 %/U- 模 。 这 因为 ， 兮 am 及 四 是 里 任意 两 
个 元 素 ,它们 属于 同一 个 由 集 modl,， 则 mm = mi 二 za xu， 于 是 ， 
对 于 吐 昌 任 一 个 zx 得 mx 二 aix 十 wx 一 aix。 由 此 知 , 以 

(5) (za 十 1Dxz 一 ax 

定义 的 积 是 /4 X 听 到 串 内 的 单 值 映照 。 我们 还 可 直接 验 和 媳 : 这 
个 合成 适合 1 27 及 34。 因 此 就 得 一 个 /二 模 . 


习 题 62 


1. 如 果 仿 是 站 的 一 个 左 理想 , 令 SR 表示 有 限 和 6ixi 的 集合 ,这 里 名 < 对 
zi， 求 姓 : 3D1 是 JJ 的 一 个 子 模 . 
2. 如 果 3 是 凡 的 一 个 右 理 极 ， 求 狂 : 对 于 S 里 所 有 能 使 5y 一 0 的 元 素 
y(€《 DU) 的 全 体 是 一 个 子 模 。 
3， 邻 并 是 带 削 竺 元素 1 的 环 ,求证 : 任 一 个 和- 措 可 有 一 个 雪 示 了 一 1M@N， 
这 里 I9i 是 元 素 1x 的 子 模 , 而 针 是 狐 3 里 每 个 a 所 等 化 的 元 索 构 成 的 子 神 . 
4 台数 环 里 下 面 的 商 : 
(6):(3), (6):(15), (3):(9) 
是 什么 ? 
5- 标明 :关于 南 的 下 而 法 则 : 
《a) 如 果 D3, 则 :和 = 
《by MN MN N MOEN = MNRNNM: NN N NM: Ns 
{0) Ria = MN + NY). 
6. 和 如果 SuSE9%, 则 :98 一 0:(9ia 一 WV). 
7 和 如果 寻 是 带 恒 等 元 素 环 ,求证 3:( 是 含 在 左 理想 3 里 的 和 的 最 大 双 创 理 
3. 生成 元 紊 . 单 式 本 ”如 果 和 是 模 吸 的 一 个 子 集合 , 旭 形 状 如 
(6) 1x1 m2x2 + i 二 
的 元 素 的 集合 (X) 是 听 的 -一 个 子 模 , 这 里 mi 是 整数 , or € xs € 及 
显然 ( 冯 己 X. 并 且 吕 里 包含 着 及 的 每 个 子 模 都 舍 有 (X), 故 (2) 吓 做 
由 生成 的 子 模 如果 (X) = 吸 ， 则 说 是 呐 的 生成 元 素 集合 . 
如 果 名 里 存在 一 个 生成 元 涂 的 有 限 集合 ， 则 路 是 做 - -个 有 限 生成 
模 ， 如 果 只 有 一 个 生成 元 素 , 则 趾 是 一 个 循环 覃 . 
公式 (6) 显 示 出 一 个 元 素 对 于 生成 元 素 集合 的 相关 竹 ,其 中 含 
有 整数 为 系数 的 wm; 及 环 的 元 为 系数 的 ， 类 为 繁杂 ， 但 在 特 
人 系 情 形 ,如 果 %9 = 叫 , 亦 即 的 每 个 元 内 可 写成 形状 己 aiy;, 这 里 
yi€ TR, 则 员 中 做 单 式 模 , 上 中 时 公式 就 较 简 单 。 今 证 下 面 的 
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定理 1。 如 果 交 是 卓 式 模 听 的 生成 元 素 集 合 , 若 听 的 每 个 元 
素 可 写成 形状 
(7) ax1l 十 ost “+ arxry 
让 里 wes0 而 二 EX 

证 分 x 是 听 的 任 一 个 元 素 , 则 有 适宜 的 a;€ 与 wmE 牟 ， 
使 x 二 aiy;， 于 是 ,x 里 存在 有 元 素 x; 使 
下 yi Em tt Parr,mik Ta 


= Eaiy: = Prmijarst Earati—= Ebiri, b= mait Z arai;. 
4 


在 特 款 可 知 ,如 果 钢 是 单 式 循环 模 , 草 听 含 有 一 个 元 素 *, 使 
顺 的 每 个 元 素 是 * 的 倍数 ex， 特别 是 % 里 有 一 个 适宜 元 素 。 使 
* 有 “形状 ， 如 果 咀 是 单 式 模 ,而 % 有 恒 等 元 素 1, 则 工 对 于 呀 
有 优等 算 子 的 作用 ;这 因为 ,如 果 x 二 互 czyz， 则 

lz = 1CEay7) = Za)ys = Day = x 

反 过 来 ,如 果 1 作为 恒 等 算 子 ,显然 任 一 个 z 可 写成 形状 lx， 玖 观 
是 章 式 模 ， 所 以 ,如 果 %[ 有 全 等 元 过 ,有 9 是 单 臣 模 的 条 件 与 是 
对 等 时 时 的 条 你 和 人 

基 环 处 是 一 个 除 环 时 的 单 式 模 叶 做 向 量 空间， 它 的 洋 灶 时 答 
是 本 书 第 二 册 的 主要 内 容 . 


习 是 3 


1. 如 果 S 是 左 理 楼 ,而 有 一 个 元 式 * 存在 使 ze 一 x(modS) 对 于 对 里 所 有 zx 成 
立 , 则 信 叶 做 正则 左 理 粮 。 如果 听 是 一 个 昔 式 怎 环 模 ， 求 臣 : 3R 衬 一 3, 这 里 3 
是 一个 适 宣 的 正 划 去 理想 . 

2. 如 果 3 是 正则 的 , 求 且 : 3131。 

3. 邻 串 是 一 个 音 范 9- 模 。 求 臣 : 或 者 SI = 0, 这 时 9 是 有 限 模 , 所 含 元 式 
的 个 数 是 过 数 ;或 者 加 i 是 一 个 单 式 握 环 模 , 以 非 因 元 来 为 生成 元 素 。 求 广 它 的 邓 定 理 : 
如 果 这 两 个 条 件 中 有 一 个 成 立 , 则 9 是 单 郑 异 ( 注 让 :本 题 的 第 一 部 分 是 习 是 35 的 第 
一 是 的 基 六 ) 


4. 链条 件 ”于 带 算 子 雪 中 售 引 入 的 链条 件 在 模 及 理想 险 的 各 
方面 也 居于 一 个 重要 和 角色， 我 们 即将 知道 (下 一 节 ), 域 上 多 项 式 
环 里 的 理想 适合 升 细 条 件 ， 井 且 单 旺 这 事实 就 足够 引 岂 这 种 环 的 
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共 理 想 的 分 解 定理 ， 另 一 方面 ,如 果 环 适合 关于 理想 的 降 链 亲 件 ， 
这 种 环 的 研究 成 为 环 的 糙 构 巷 的 一 个 重要 部 分 . 

本 节 及 次 节 将 引出 鳃 条 件 的 若干 简单 推荐 ， 因 为 任 个 模 部 
十 一 个 交换 各 ,所 以 关于 楼 的 刍 条 件 可 渴 之 如 次: 

降 名 条 件 ”各 时 号 兄 忆 … 是 子 模 的 一 个 兹 序列 ， 则 有 
一 个 瞧 数 存在 ,使 qtv = tw 一 

开镜 条件 ”如果 多 名 .… 是 子 模 的 一 个 谴 天 序 测 ,有 有 
一 个 束 数 N 存 在 ,使 Rw 一 vs 一 … 

我 们 另 知 (使 用 物 择 公理 ) , 降 链 条 件 等 价 于 

裤 小 条 件 “在 任 一 个 非 空 的 子 模 集 合 {90 里 必 存 在 著 一 个 极 
小 子 模 ， 亦 即 存在 有 一 个 子 模 使 这 个 集合 里 任 一 个 乞 模 部 不 是 它 
的 长 了 模 . 

妥 证 明 宅 们 的 等 价 关 末 , 先 假定 阵 链条 件 万 立 .全 {N) 是 子 
模 的 一 个 非 才 集合 。 在 这 个 集合 里 逻 取 gu， 则 gt 或 者 就 是 极 小 
的 ,或 者 于 (98 里 有 9 存在 ,使 RCW， 在 后 者 情形 下 ,或 者 9 
是 极 小 的 ,或 者 于 (90 里 有 和 存在 ,使 %C%。 这 样 进行 了 有 限 
次 后 ， 必 达到 一 个 极 小 子 模 ; 否则 ， 由 选择 公理 可 竺 一 个 无 限 鲁 
% 忆 % 忆 …: ， 这 与 候 本 矛盾， 反 这 来 ， 假 丽 极 小 条 件 成 立 ， 关 全 
乌 和 6 忆 … 是 子 模 的 一 个 无 限 道 降序 列 ， 合 Ww 是 集合 {90) 里 一 
个 极 小 元 素 , 则 有 gs 一 ni 一 

仿 王 可 驮 升 链条 件 等 价 于 

极 大 条 件 “在 任 一 个 非 空 的 子 模 集合 里 必 存在 着 一 个 极 大 子 
模 ， 亦 即 存在 有 一 个 子 模 使 它 不 是 这 个 集合 里 任 一 个 于 覃 的 鞭子 
模 . . 

极 大 条 件 可 推出 下 面 有 用 的 妇 秽 法 原理 : 全 是 一 个 模 的 子 
模 的 一 个 性 盾 ， 当 每 个 多 名 时 ,如 果 PC9U) 成 立即 可 确定 PC 和 ) 


1 设 5 是 一 个 非 守 集合, 爸 祁 是 5 的 所 有 于 和 集合 的 集合 , 失 集 除外 , 仿 中 是 入 
到 3 上 的 一 个 喘 腿 。 它 使 5 的 每 个 子 集合 了 部 与 8 的 一 个 元 素 # 一 四 (T) 相 件 。 如果 
四 CT) ET， 则 中 时 做 5 的 选择 辣 数 .选择 公理 是 :每 个 集合 有 一 个 选择 醒 数 . 

我 人 对 于 集合 有 这 样 的 阿 题 : 尘 作 公 集 合 里 可 定义 一 个 艾 序 关 采 使 这 个 集合 是 良 
全 请 汪 由 这 全 于 放 失 得 举 时 府 (Celmeo 定理 : :每 个 集合 部 可 以 良 序 ， 因 而 解 志 了 上 闸 

一 性- 
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也 成 立 , 则 P(9D 对 于 所 有 有 者 成立 ， 这 原理 的 诈 明 与 关于 自然 数 
的 归 业 法 原理 的 证 明 ( 引 论 的 $4) 相 似 ;可 站 楼 出 考究 使 P(X) 不 成 

我 们 郎 将 导出 的 下 商 稍 果 存 理想 葵 上 是 极 有 用 的 ， 今 沪 之 如 
次 : 

定理 2。 一 个 模 味 能 适合 关于 子 模 的 升 链条 件 必 须 而 且 只 须 
器 的 每 个 子 炎 是 有 限 生 成 的 。 

在 ” 先 丽 升 链条 件 成 立 , 间 合 %i 是 呀 的 任 一 个 子 横 . 如 果 
家 = 0， 则 质 由 0 生成 ， 如 果 路 天 0， 合 四 是 路 的 任 一 个 非 震 元 
大会 (mm) 表 示 由 wi 生成 的 了 横 。 如 果 (za) 人 C 员 , 分 EN, 但 
,如 Cw) GLaymz)， 这 里 (ww,w2) 是 由 sm 及 ww 生成 的 子 横 ， 如 
果 (uisz2) 己 负 , 草 可 于 负 里 选 出 ww, 使 (xu,wz,w3) 卫 《m,ns)， 称 有 限 
次 选取 后 ,必得 (x1,wz,…… ,wn) = 贸 ; 否则 , 将 得 子 模 的 无 跟 深 逢 
链 (4#D) 人 (gy) C (wa.w so)C…) 布 与 假设 矛盾 . 

砍 屋 任 一 个 子 模 都 是 有 限 生成 的 ,并 且 合 gfiE9iS9%bG :是 
子 模 的 一 个 任意 升 链 ， 则 关于 存在 泡 数 N 使 9iv 一 9ivtl: = … -的 
证 明 与 关于 主 理 根 束 区 的 和 鱼 条 件 的 证 明 ( 第 四 章 的 $4) 相 似 ， 加 
象 在 特殊 情形 , 我 们 注意 到 尿 辑 币 = U9 是 一 个 子 横 ， 故 币 
里 有 适宜 前 oa 使 种 = (om or)， 于 是 有 大 使 凤 EN 是 
果 N 二 max( 有 有 , 启 ,-… ,大 ) , 则 每 个 zzE9iv。 于 是 ， 囊 三 名 ,， 和 并且 
显然 可 推 得 9iv 一 wn 二 

5. 希 尔 柏 特 的 基 定 理 “ 今 设 吕 是 一 个 有 限 生成 的 单 式 模 .我 
们 将 且 : 如 果 环 外 适合 左 理想 的 升 ( 降 ) 链 条 件 , 旧 这 条 件 对 于 观 也 
成 立 . 

会 xiza xzr 是 驶 的 生成 元 素 的 一 个 固定 集合 ， 如 果 多 是 
里 的 任 一 个 子 模 ,而 % 里 的 元 素 忆 能 使 %i 里 存在 着 一 个 元 素 

Ex1 十 Brrxpit 十 brxe 

时 ,这 样 5 的 会 体 记 作 SXN)(Ci 二 1,2，…:r)、 我 们 易 知 ,，S;(9D) 
是 一 个 左 理想 ,而 县 如 果 SiS 子 模 轴 ， 显 然 有 3(R) SSi( 负 )， 今 
证 下 大 的 引 埋 ， 


“157+ 


引 理 1 如果 SEE 刷 ， 蔓 旧 对 于 所 有 ;,3XA%) = SA$)， 划 
= 和 

证 全 yy 一 5m 十 iotz 十 "… 十 brxi 是 第 的 任 一 个 元 素 ， 
卓志 ES( 囊 ) 二 3.(H)， 故 负 明 有 形状 如 Bxi 十 Bx2 十 "十 Brxr 
的 一 个 元 素 y 存在， 于 是 ,y 一 外 一 cata 十 ca 十 十 cms 这 
里 必 三 55 一 而 y 一 y EP 故 cxE3z( 种 ) 二 3AR)， 但 , 慷 
里 有 形状 如 cxza 十 cyxs 十 '… 十 cxxr 的 一 个 元 素 /存在 .于 是 
?一 小 一 多 = dos 十 … 二 dzr 这 样 儿 续 下 去 ,我 们 于 让 里 得 
Y7 9 使 jy 一 一 六 一 一 yg 中 二 0 故 y 一 外 十 
yy” 中 + yr EN, 

邻 会 和 ESgE… :是 吐 的 子 模 的 一 个 升 链 , 则 伸 着 这 个 链 可 
得 ”个 左 理想 链 

BARIEIAW)E NG 一 12 
如 果 升 键 条 件 在 虹 里 成 立 , 旭 对 于 每 个 i 可 得 一 个 整数 Ny, 使 
SC9tw) = Sr 一 12) 

所 以 ,如 果 N = max(N 和 Na,N)， 则 SG9tiv) = SX) 一 
0 三 1,2,…,7?)， 由 引 理 1 序 可 推 竺 Wiw 一 wr 一 .这 证 
明了 下 面 定理 里 关于 升 链 的 情形 , 

定理 3， 如果 外 是 一 个 环 ,适合 关于 左 理 想 的 升 ( 降 ) 链 条 件 ， 
则 任 一 个 有 限 生成 的 单 式 中 模 叫 适合 关于 子 模 的 升 ( 降 ) 键 条 件 . 

这 定理 关于 降 链 情形 的 让 明 与 上 面 的 芷 法 相位 ,不 肯 痊 述 . 

其 次 ,我 们 要 证 :如 果 %L 是 一 个 杏 恒 等 元 素 的 环 , 屁 适 合 升 链 
条 特 , 这 等 价 于 说 : 如 果 和 里 每 个 左 理想 是 有 限 生成 的 , 划 局 一 条 
件 对 于 含 超越 元 素 * 的 多 项 式 环 UIx] 也 成 立 ;这 个 结果 的 证 月 与 
前 面 鞍 朋 十 分 相似 . 

对 于 [x] 的 每 个 左 理想 所 及 每 个 j 一 0,1,2,…, 件 着 有 红 
失 元 5 的 集合 3;(91) ,使 只 里 存在 有 元 尝 

Bxi 二 bi 十 二 

显然 3 加) 是 名 里 一 个 左 理 枫 。 双 办 为 bxi 十 bj-xi 十 二 
mER， 则 
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Bxi i 2 二 
二 十 2) EN 
SM SEIMEIANM SE... 
故 集合 3C%) 一 US;(9D 是 一 个 左 理 想 ， 今 将 应 用 这 些 圭 让 来 证 
明 重 要 的 
希 尔 粕 特 的 基 定 理 ” 邻 站 是 还 恒 等 元 素 环 ， 它 的 各 个 左 理想 
都 是 有 限 具 成 的 , 旧 含 超越 元 素 * 的 多 项 式 环 [x] 的 各 个 左 理想 
也 都 是 有 限 生成 的 。 
就 ” 命 习 是 一 个 理想 , 并 且 定 义理 想 Si 区) 及 SC9D 如 前 ， 则 
有 一 个 整数 N, 使 Sw(9i) = Snri(9D 一 
(012 2 
基 的 元 素 ,使 
Si(9D = Bns bi * ,Bim), 
并 全 加 (<) 是 中里 多 项 式 使 
r(x) = Biixit + cnxtl + di + 
我 们 将 证 : 
R= Ch fomos fs fm fem). 
今 合 8 三 cx 十 cr 十 十 ook 如 果 扫 下 则 久 旦 
有 适宜 的 oz 使 cr 一 enbn 士 anbn 十 "十 armbrm; 于 是 ,g 一 
工 cifa(z) 是 和 i 里 一 个 多 项 式 , 定 的 次 数 < 1， 如 果 + > NN, 则 
时 有 适宜 的 or 使 cr 二 anbmi 十 ambmz 士 … 十 armwbwmw; 于 是 ， 
一 忆 anx" Nfwi(x) 是 负 里 一 个 多 项 式 ， 宪 的 次 煌 < +， 邦 由 对 
于 #8 的 次 数 施行 归 物 法 , 即 可 效 得 所 求 结 果 。 
希 尔 柏 特 的 定理 立 可 扩张 于 多 元 多 项 式 , 其 精 果 如 次 : 
条 1 邻 站 是 磅 恒 等 元 素 于 ， 闻 且 民 里 每 个 左 理想 都 是 有 
限 生 成 的 , 则 [x1,x2,… ,x*r] 里 每 个 左 理想 有 有 也 生 成 元 案 . 
这 烙 果 的 一 个 重要 特 款 是 : 
乘 2 如 果 虹 是 一 个 除 环 , 或 是 一 个 主 理想 整 区 , 则 [x1,x， 
…"s%,] 的 每 个 左 ( 右 ) 理 起 有 一 个 有 限 的 生成 元 素 集 合 。 
习 题 64 
二 .如果 只 就 开 链条 件 而 夫 , 求 证 :定理 3 里 关于 9 是 单 式 模 的 假定 是 多 余 的 


于 是 ， 
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2. 如 聚 明 带 有 司 等 元 素 , 寺 旧 x! 的 各 个 左 理想 生 有 限 生 成 的 求 且 : 环 祷 上 * 
的 震 报 数 环 qL cx》 《参看 习题 39 的 第 1 题 ) 里 各 个 左 理 想 是 有 限 生成 的 。 

3. 今 侍 是 含有 9 个 元 素 的 一 个 有 限 域 ， 并 令 3 是 Smszay…yzr] 里 多 项 式 
mr (xuyzayrsar》 的 理 要, 它 对 于 村 里 所 有 如 使 m(ao 9) 一 0。 求 决定 3 的 生成 
元 素 所 成 的 有 限 和 集合 . 

6, 诺 德 环 . 索 理 想 及 准 嘉 理想 ”在 后 数 节 时 将 随 述 带 和 天 链条 
件 的 交换 环 的 理想 论 上 的 基本 千 果 ， 我 们 已 知 ， 这 种 环 包括 着 多 
项 式 环 S[x1,x2,"… ,*1] ,这 里 了 基 一 个 域 ， 多 项 式 理想 论 是 代数 
几何 学 的 基础 ， 而 这 个 理论 在 仅 以 天 链条 件 及 交换 性 为 基础 的 抽 
象 发 展 是 由 庄 德 开 培 的 ， 因 此 ,适合 这 两 个 条 件 的 环 叫做 芋 德 环 ， 

我 们 先 假定 % 是 交换 环 , 则 在 主 理想 整 区 的 情形 下 可 知 : 元 素 
巡 是 元 素 忆 的 因子 必须 而 且 只 须 理 想 (2 二 (5)， 因 此 ， 如 果 匀 及 
史 是 任 一 个 变换 环 的 理想 ,而 多 之 号 ， 则 裔 :; 加 是 8 的 一 个 因子 ， 
而 加 是 仿 的 一 个 倍 理想 ， 仿 此 ,由 主 理想 情形 引起 我 他 把 3, 十 号 ， 
叫做 名 与 3 的 最 大 公 因 子 , 而 把 .8 叫做 ,与 3 的 鳃 小 从 
倍 埋 想 。 这 因为 ， 在 主 理想 监 区 里 ， (50D 十 《2a) = (a), 效 里 了 是 总 

与 六 的 最 大 公 因子 ,而 (60 (Bs) = (m) ,这 里 因 是 页 与 己 的 最 

小 公 倍 数 ， 其 次 是 把 素数 黎 念 扩张 为 下 面 重要 的 定义 

定义 2. 如 果 是 交换 环 外 的 一 个 理想 , 圭 且 从 ab=0Cmod 吕 ) 
可 推 得 a 三 0Cmod%3) 或 8 三 0 (mod3), 则 加 是 做 案 理 想 ， 

显然 ,这 与 M/SB 成 -一 个 整 区 的 条 件 等 价 。， 我 俩 也 易 知 , % 是 
整 区 必须 而 且 只 须 0 是 一 -个 素 理 想 。 按 第 四 章 关 于 至 数 的 定义 
知 ,元 案 P 是 案 数 必须 而 且 只 须 (p) 是 一 个 案 理 想 . 例如, (x 一 y) 
是 S[x,y] 里 具 理 想 ， 素 理想 但 非 主 理 想 的 一 个 例子 是 : 人 [x,yj 里 
的 理想 C(x,y) 二 {x) 十 《y)， 此 时 ,SIx,y]/(x,y) 寺 3 

带 恒 等 元 素 环 里 的 任 一 个 极 大 理想 3 必 是 -一 个 素 理 想 ; 这 因 
为 ,此 时 %/ 和 是 一 个 域 , 因此 也 是 一 个 整 区 ， 如 果 %L 不 带 恒 等 元 
素 , 而 号 是 极 大 理想 ,出 或 者 因 /8 是 一 个 域 ,或 者 (WB)? 二 0， 在 
前 一 个 铺 形 , 3 是 素 理 起, 而 在 后 一 个 情形 ， 好 三 更. 

次 设 加 是 交换 环 外 里 任 一 个 理想 ， 如 果 对 于 外 时 的 元 素 * ， 
有 一 个 正 整数 * 存在 (可 能 与 x 有 关 ) 使 x” 三 0(mod)， 这样 元 素 
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zx 的 全 体 合 为 中 二 中 (个 )， 显 然 ， 吕 也 可 定义 为 元 素 z 的 集合 能 
使 陪 集 #5 二 z 十 号 在 /名 里 是 无 势 元 素 的 ， 今 赶 切 : 条 是 一 
个 理想 。 首先 ， 如 果 z' 三 0{mod 加 )， 间 且 4 是 的 作 一 个 元 素 ， 
上 朋 有 (az)r 二 qz 二 0 《mod3)， 其 次 , 全 z1 及 24€ 胃 ,并 合 2 三 0 
(modg)G 二 1,2)， 因 为 
《 — #2)" = Ermizlzt, f+ j= rr, mT, 

玖 命 +=7 十 ri 一 1， 刚 右 端 每 项 有 i 之 7 或 j 之 7 故 
yz 二 0Cmod 加 )、 于 是 , (2 一 ;9)" 三 0(mod 吕 ) .因此 ,x4 一 22€R。 
故 押 是 理想 ， 我 们 时 它 做 加 的 根 集 显然 员 是 加 的 一 个 因子 . 

例 (1) 使 a= V1 的 "prez 是 整数 = 分 解 成 索 数 的 桥 蔡 的 积 , 这 里 1? 中 j 时 
信 中 pi。 则 (9) 的 要 集 是 (pipa…pr)。 这 因为 ,如 时 占 一 Kiptpe pr 而 “一 max(essey， 
em 次 好 二 0Cmod(a)). 反 过 来 ,如 果 的 加 可 以 a。 路 尽 ， 则 。 自身 可 以 pipse*epr 
除 尽 , (2) 考究 [x,y] 里 的 理想 (x*,y*), 显然 要 集合 有 x 及 了; 另 一 方面 ,如果 
#7 三 0Cmod(9,y))， 风 到 * ,9) 的 常数 项 等 于 0, 政 f*,y)=0 (mod(x,y)). 
因此 ,《*?,y) 的 根 集 是 (x,y)。 

谋 德 环 里 每 个 理想 的 根 策 只 必 是 无 势 的 (mod99), 亦 即 必 有 
一 个 整数 入 存在 ,使 Xi 一 0(mod%)， 要 均 这 精 果 ,于 只 里 取 由 生 
成 元 素 z1,z2，,"…“ ,xm 所 成 的 有 限 策 合 , 使 RR 一 《ziyza ,zm)。 
今 产 是 使 中 三 0(mod 归 ) 的 台 数 , 震 命 W 一 7 十 ri 十 -十 rm 一 
(me 一 1)， 因 为 各 里 任 一 个 元 素 的 形状 是 

Baisi + Emizsy ai EA, mi ET, 
故 负 时 任意 六 个 元 素 的 积 的 形状 为 
EA hm + E Mrim a hm , 
这 里 Aiwim EE 而 Miim EI， 兰 且 去 十 二 二 二 一。 
我 们 易 知 ,每 项 里 必 有 某 个 了 使 i 之 1;; 因而 这 项 就 属于 区， 故 
腾 呀 任意 六 个 元 素 的 积 属于 器 ， 从 而 扒 知 RY 三 0Cmod 多 ). 

次 考 帘 在 主 理想 整 区 里 素数 短 元 素 的 酸 念 的 拓 广 ， 它 可 有 种 
种 的 可 能 性 ， 但 就 分 解 理 芒 的 月 的 来 向 ， 下 面 所 输 的 重要 定义 是 
“正确 ”的 - -个 . 

定义 3， 合 攻 是 安 换 环 的 一 个 理想 ， 如 果 关 于 mod3 的 每 个 
零 因 于 属于 根 集 科 , 亦 即 : 如 果 45 三 0(mod), 及 5 闪 0(mod3)， 
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可 推 每 “到 0(mod9%)， 则 3 时 做 准 淋 进 想 . 

这 个 定义 荀 直 楼 扒 论 是 :一 个 洪 想 的 根 集 是 一 个 素 理想 . 
这 因为 ， 合 ab€% 并 识 “去 0 (mod%)， 则 有 正 牙 数 > 存在 使 
ar 一 《ea6) 二 0(Cmod 轨 )， 另 一 方面 ， 如 果 a' 潜 0Cmod 委 ) ， 划 由 
定义 ，2" 三 0 《mod 入 ); 这 意味 普 有 整数 存在， 使 2" 一 (wr)' 寺 
0(mod%) . 改 5 名- 准 素 理想 % 的 根 集 叫做 % 的 相 件 素 理想， 

我 们 易 知 ,(q) 是 整数 环 里 的 准 素 理 想必 须 而 且 只 须 g = p*， 
这 里 ? 是 一 个 素数 (参看 习题 65 的 第 1 题 )。 理 想 (x?,y”) 是 全 [x， 
?] 中 的 准 嵌 理想 ,这 事实 证 项 者 验证 ， 另 一 方面 虽然 理想 (xzxy) 
的 根 集 (x) 是 素 理 想 ,但 C(x’,xy) 不 是 3[x,y] 的 准 索 理想 ;这 因为 ， 
虽然 * 于 0Cmod(x?,xy)) 及 y 尖 0(mod(x)), 但 县 ， xy 三 0Cmod 
(x7 xy)). 
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工 如 果 4 二 0,1, 求 且 :{ 4 ) 是 了 的 准 素 理想 必须 而 用 只 贫 4 一 yw， 这 里 天 一 
个 来 数 。 

2. 如 时 艺 是 一 个 素 理想 ,并且 G1 及 Ga 是 使 CiGe0(mod 东 ) 的 刺 想 ， 求 钼 : 
G0(mod3), 或 者 @&==0(modB). 

3， 求 诈 : (BN 3) = RBGINRB). 

4. 求 胜 : B18 在 一 个 谐 很 环 时 成 立 必须 而 且 内 须 (BD)SRCW;)。 


7. 理想 分 解 为 准 奈 理想 的 交 。 整数 环 里 因子 分 解 的 基本 定理 
可 借 理 想 述 之 如 次 :每 个 理想 (a) 必 有 而 且 只 有 一 种 方法 写成 素 珠 
起 的 积 。 这 事实 在 任意 诺 德 环 是 不 成 立 的 。 较 弱 -- 些 的 脱 法 是 : 
工 里 每 个 理想 基准 素 理 想 的 交 ( 最 小 公 倍 理想 )。 这 因为 ,如 果 4 二 
他 pr 这 里 p: 是 不 同 的 素数 , 则 显然 

(a) = (pI NPE NN Gp), 

本 节 里 将 证 明 : 这 样 表示 在 吝 德 环 里 成 立 。 唯 一 性 问题 则 将 于 $8 
里 时 葵 . 

慑 揽 是 任 一 个 涝 德 环 ， 我 们 先 证 : 非 准 素 理想 必 是 可 物 的 ,就 
是 褒 , 可 写成 芙 因子 的 交 ， 这 因为 , 琶 区 不 是 准 素 理 想 , 井 傅 2 是 
一 个 元 素 , 它 是 关于 mod% 的 辟 因 子 , 但 只 (8)， 合 a 是 一 个 元 
素 , 使 ad 三 0(mod8), 笠 尼 a 基 0C(mod8)， 划 aE8:(4), 但 #8， 
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履 多:(d) 卫 8， 又 因 为 2%(B)， 玖 (d2) + D8 (二 1,2， 
，""“)， 今 考 完 升 链 
(8) BI EB ESB: (A) EGE-., 
合 7 是 下 整数 使 
{9) B:{4) = Ba 一 
则 有 关系 
{10) B= (BA NG + (4)); 
这 天 为, 如 果 xE8 十 (4D) 则 二 6 十 mdr 十 cd， 这 里 
5 EB,mEIT,c EA 所 以 ,如 果 w€8:(2), 则 
ud’ = Bd’ 十 md”t! + cd* t=0(mod®). 

由 此 得 (md + cd)d* 三 0(mod 负 ); 于 是 , ma 十 cdE 允 : (227). 但 由 
(9) 得 (ma 十 cd)47 二 0Cmod8), wldrtt 十 cd 二 0(mod 多 )， 因 
此 “上 下， 而 (10) 就 蕉 证 明了 .因为 (10) 里 两 个 理想 都 是 多 的 商 
因子 , 故 8 是 可 和 葛 的。 我 们 所 姓 的 转 果 显然 可 述 成 下 面 形状 : 

定理 4.。 庄 德 环 里 每 个 不 可 约 理 想 都 是 准 素 理想 

其 次 ,我 们 来 证 基 : 讲 德 环 里 每 个 理 板 都 是 有 限 个 不 可 和 绝 理 椒 
的 交 。 要 证 这 个 性 盾 , 我 们 使 用 $4 里 所 述 的 归 炳 法 原理 , 亦 即 : 假 
定 这 个 性 质 对 于 所 有 ,8 能 弃 立 ,而 疙 明 疙 对 于 加 也 股 立 . 这 
因为 ， 如 果 名 是 不 可 役 的 、 就 不 必 进 行 了 ;和 否则, 3 一 3, 门 3, 这 里 
和 D8G 二 1,2)， 于 是 , 因为 % 及 5, 可 由 有 限 个 不 可 先 理 要 的 
变 表 出 , 从 而 8 开 是 有 限 个 理想 的 变 ， 更 由 定理 4 就 可 推出 下 面 
的 关于 分 解 的 基本 定理 : 

定理 5。 诺 德 环 里 每 个 理想 都 是 有 限 个 准 素 理 想 的 交 。 
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1. 来 把 (x3,xy) 写 咸 有 限 个 准 素 理想 的 交 。 

2. 来 省: 列 息 (x,xy,y*) 基准 束 理 根 , 井 且 在 人 S[x,y] 里 是 可 煌 的 。 

3.。 求 球 帆 廷 定 现 ; 令 i 是 一 个 - 慌 ( 红 是 任意 的 ), 适合 升 链条 件 . 政 有 38 
的 一 个 3[- 和 月 同 态 9 存在 , 它 不 是 元 势 的 , 也 不 基 Ji 的 一 个 同 构 。 则 加 i 里 存在 有 网 
个 子 模 0 半 0G = 1,2), 使 和 ND 一 0， 

4， 求 狂 进 廷 定理 : 今 3J[ 是 适合 升 链条 件 的 一 个 39- 模 . 惟 沉 的 任意 两 个 非 
志 模 的 实 寺 0. 则 3 的 无 势 9 于- 自 出 态 的 集合 大 9 有 同 窟 环 仓 里 一 个 理想 其. 如 果 
CE 他 是 一 个 左 守 因子 , 则 %6E 愉 。 
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$8. 唯一 性 定理 ”如果 Qi as，…:2， 是 理想 ,向 节 想 
83=Qinan: na， 
知 且 
SN Nd NG Nd TB = 1,2 ,7 

天 褒 理 程 名 是 理想 全 ,人 3;,… ,号 ， 的 无 惟 交 ， 如 果 已 得 到 用 有 限 
个 理想 的 变 作 出 的 思 的 一 种 表示 , 则 显 可 将 多 余 的 项 去 掉 , 以 得 
一 个 无 癌 安 ， 在 特 款 ,我 们 知道 , 带 德 环 里 每 个 理想 是 准 素 理想 的 
一 个 无 加 奖 ， 其 次 ， 我 们 要 诈 : 准 素 理想 有 时 可 以 合 余 仍 得 准 素 
理想 ,这 就 是 下 面 的 

引 理 1， 如 果 9 及 包 是 有 相同 根 集 第 的 准 素 理想 ,用 Sm 
是 准 素 理想 . 

证 因为 RQ.N9,) = (QDNR(), 故 (N99) 一 区. 
今 分 “ 是 关于 mod(331 3) 的 一 个 辟 因 子 , 则 有 一 个 5 去 0moda， 
N32) 使 4 三 0 mod(N9D)， 因 为 5 才 0 mod(Qin 9D, 故 可 
设 5 夫 0Cmod1). 于 是 ,从 ob 三 0(mod1), 得 a 三 0(mod%(31))， 
故 =E 和 再. 

当 一 个 表示 的 各 戎 中 遇 有 "已 们 的 相伴 素 理想 相同 时 ， 则 直 引 
理 1 知 ,这 样 的 项 可 以 合 任 ， 经 过 如 此 叉 理 后 ,就 得 吕 用 准 素 理 概 
的 无 尼 交 的 一 个 表示 
(11) B= NYN .ND,, 

让 时 宅 们 的 相 件 素 理 玻 第 ,，P;,, :和 各 不 相同 。， 但 虽 破 这样 正 
规 化 后 ,不 能 就 肯定 地 订 : S; 是 唯一 的 。 例 如 ,《x?,xy) 在 孚 [zy] 
望 有 不 同 的 分 解 : 

x9,xy) = x) MN Cr, xy,y) 
= (Ny + ar), a€ ss. 

但 是 这 两 个 分 解 的 相 伞 素 理想 , 邹 (*) 及 (xy), 是 相 网 的 , 并 且 这 
种 过 一 性 是 一 般 成 立 的 ， 这 便 是 后 面 第 一 唯一 性 定理 的 内 容 ， 我 
们 现在 先导 出 两 个 简单 引 埋 . 

引 理 2， 今 仿 是 准 素 理想 ， 蛙 命 和 是 一 个 素 理想 ， 委 全 分 ， 
划 PP 二 A), 
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证 如 果 > 一 0(mod 凶 )， 则 有 整数 > 使 vw 三 0Cmod9). 于 是 ， 
zf 三 0(mod$')， 因 为 节 是 素 理 想 : 故 sz 二 0(mod$》. 

引 理 3 今 仿 是 准 素 理想 , 凶 是 它 的 相伴 囊 理 想 , 坚信 多 是 
不 含 于 第 音 的 任 一 个 理想 ,其 :6 一 马 . 

证 中: & 里 一 个 元 素 * 对 于 @ 里 所 有 c 适合 条 件 vc 三 
0Cmod@@)。 如 果 取 < 去 0(mod), 旭 可 推 得 w 三 0(mod9)。， 于 是 ， 
:ECAQ， 显然 SQ:E, 故人 :C5 二 全 

今 来 起 明 下 面 的 定理 , 

第 一 唯一 性 定理 今 曙 一 Qinen. na =ganasn.…. 
ngQ* 是 两 种 准 素 理想 的 无 警 交 ,每 组 准 素 理想 的 相伴 素 理想 互 不 
相同 , 则 > = 一 *， 莽 且 两 种 分 解 的 素 理想 的 集合 完全 相同 。 

证 会 特 == 久 (3) ,条 一 加 (9)), 居 在 稻 , 和 ,第 ,和 ,对 ， 
“……, 罩 ， 的 集合 里 有 理想 存在 ,使 这 个 集合 里 任 一 个 理想 都 不 鞭 舍 
羊子 个 . 今 假定 $B, 具有 这 个 性 质 ， 我 们 先 证 和 必 在 我 , 秩 ，*……， 
第 : 的 集合 里 ， 再 则 ， 币 天 有 全 一 1,2,……)s)， 于 大, 由 引 理 2 知 ， 
包 关 35， 改 由 引 理 3 知 ，&::9, = 4。 于 是 ， 

B:Q = (ainain .NAY 
二 NN … 几 :31 (上 内 习 题 62 第 5 题 ) 
= Qinoaan .Ng = 区. 
如 果 j > 1， 同 理 得 Qi:Qi = Bj， 于 是 ， 
$= B83.= ANYN.. Nd):d 
一 Sanasn ND,; 
这 与 各 二 由 由.… 介 9 是 无 郊 交 分 解 的 假 届 了 矛盾 . 

仿 届 御 二 第 ， 惠 全 , 门 B 是 淮 索 理 栋 , 以 争 ， 为 相伴 素 理 
想 .， 故 由 上 面 所 用 的 论证 知 ，j > 1 时 Si (N92 一 9;, 而 
1 > 工时 Qi:(Qng&iD = 人 Ql， 于 是 ， 

B:(QND) = aznasn.…na. 
= NYN ND, 
和 震 且 这 是 和 :Cain 外 ) 的 两 种 无 次 交 分 解 ,适合 定理 里 各 个 条 件 的 . 
故我 们 可 用 归 烛 落 忆 香 出 素 理想 和 入， …; 璐 : 的 集合 与 四 , 物 ， 
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… ,加 的 化 合 相 重合 的 辐 褒 ， 这 就 完 碾 耳 定理 的 姨 明 . 

来 再 想 委 , 各, 的 唯一 性 角 释 建立 ,所 坟 就 把 它们 时 做 带 
息 3 的 相 件 紊 理想， 如 果 名 二 97Nn9sn.… naY 是 名 分 解 
效 分 解 ， 别 可 把 有 相间 的 相 件 索 再 息 的 各 


:7 的 各 个 不 同 相 伸 素 理想 就 是 名 的 相 件 过 理想 . 
唯一 性 定理 的 -一 个 点 接 推 项 是 : 3 是 准 素 理想 必须 而 且 只 须 
宪 仅 有 一 个 相 件 来 理想 ，。 挽 句 话 说 : 如 果 一 个 理 椒 是 准 索 理想 的 
无 效 交 ,而 这 些 准 数理 根 邓 体 汕 有 相同 岳 相 件 素 理 朴 , 则 这 个 理 租 
不 是 准 业 理想 ， 
在 讨论 另 一 个 唯一 性 定理 之 前 ,我 们 途上 且 下 面 重要 的 定理 . 
定理 6。 如 果 8 及 区 是 诺 德 环 的 殖 想 ,期 8:E 一 到 必须 而 
且 只 须 所 不 含 于 车 的 任 一 个 相 伸 素 想 想 里 
证 合 和 一 Qingzn na 是 允 分 解 为 准 素 理想 的 一 个 
无 黄 分 解 。 合 $; = (Qi)， 并 假定 6 着 ， 则 由 引 理 3 得 人 :多 
三 9 歼 - 
BE = NLM NDE 
= ENDEN .NDE 
= ANDN na, = 8. 
反 过 来 , 没 对 于 某 个 ; 有 5ESFP:; 譬如 部 ，EE 脱 。 则 有 一 个 整数 
攻 存 在 使 因 EQ， 于 是 ， 
ECQan NDENYN na:Sg. 
全 是 最 小 整数 使 
(12) "NN EB. 
因为 多 = 全 由 .… 站 9, 是 无 次 交 , 政  2 1 于 是 ,ErI(Qzn 
站 小半 9， 另 -- 方 面 ,由 (12) 得 (SN -Nn9)E8:E 页 
B:EI8. 
今 司 全 全 站.… 由 9 是 分解 为 无 园 交 的 一 个 分 解 , 呈 的 


了 D 我 们 规定 ESGsN… 站 0) = en-…n 人 .一 一 著者 注 。 
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相 伸 素 到 想 是 特 , 出 9。 如果 EE 其 QQ QQ 三 和 
于 县, 有 -个 名 合 守 第 里 ,从 而 有 -个 车 禽 于 第 里 上 反 过 来 ,如 
果 咯 S 和 和 ， 显 然 ES 入 SB， 应 用 这 个 说 明 , 可 把 上 面 的 御 列 准 
则 改 壕 如 次 : 

定理 6。 如 果 加 及 是 庄 德 环 的 理想 , 则 %:GE 一 8 必须 而 
且 只 须 E 的 相伴 素 又 想 浸 有 一 个 含 于 台 的 任 一 个 相 伸 素 理想 里 . 

我 们 将 应 用 这 个 刊 串 准 阳 导出 第 二 唯一 性 定理 ; 这 定理 牵涉 
到 理想 归 的 孤立 部 分 ， 如 果蔬 由 无 痪 交 全 作 台 站 … 作 人 0 下田 ， 
这 里 必 是 准 过 理想 , 井 且 宅 倍 有 不 现 的 相 伸 素 理 想 节 和， … , 蔬 ,. 
如 果 分 解 里 某 个 全 的 相 件 来 理想 不 使 有 3 前 其 他 相 伸 来 理想, 则 
这 个 全 听 做 多 前 一 个 打 立 叭 过 理 想 ， 更 一 般 的 ,如果 Qangnn 
ng,。 里 各 项 的 相 件 素 理想 9ii 一 1,2,-……, nn) 没有 一 个 使 
有 立 些 项 凡 外 任 一 项 前 相 伸 素 理 想 , 则 Qim as 站 mnR&hr。 听 例 
号 的 一 个 虱 立 部 分 ， 今 迟 

第 二 唯一 性 定理 合力 二 全 全 站 二 人 站 驴 人 间 … 
站 9 是 的 两 个 分 解 ,适合 第 一 唯一 性 定 王 的 各 个 条 件 ， 合 多 二 
Rangan…mnai 是 第 一 种 分 解 畦 一 个 阻 立 部 分 ， 而 @ 是 第 二 
种 分 解 里 孤立 部 分 , 它 与 @ 有 相同 的 相伴 素 理想 集合 , 刚 E = @. 

就 命 8=EN9= 二 CND ,这 蜂 9 及 9' 分 别 是 Q; 及 好 
前 交 , 宝 侦 是 不 含有 6 及 E 前 . 划 人 DN 的 相伴 来 理想 不 使 于 
药 任 何 相 伞 素 理想 里 ， 故 《&:(9mg9 7) = 区. 同 理 ,得 :DN9) 
二 于是， 

B:DND) = (E: (DNDN ND: OND = E， 

wl BDND) = (EDNDNN D:DND)) = 
故 区 = 人. 

注 记 .。 另 一 个 唯一 性 定理 , 序 关 于 一 个 理 臣 前 不 可 锡 部 分 的 


个 数 的 唯一 性 定理 将 于 下 一 章 $5 至 评 明 。 
习 题 67 
1 如果 如 的 所 有 相 件 素 理 想 是 极 大 的 , 求 茵 : 器 分 解 为 带 有 不 辣 相 件 课 理想 的 
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交 只 有 一 种 个 解法 。 
环 里 理想 的 根 集 是 相 件 束 理想 归 交 ， 

2 求 坦 : 根 梨 是 一 个 素 理 则 后 且 具 统 给 定 的 理想 共有 一 个 禄 立 浴 束 理 想 。 

“， 如 果 男 是 一 个 理 往 ， 则 由 一 12,3…) 叶 做 秘 的 wo- 团 , 乳 作 5*. 含 忆 是 
路 知 环 里 一 个 理想 ,并 仿 3 = QuanQan NA 是 准 开 理 根 的 无 贰 交 ， 求 证 : 
忆 3*G = 1,2,…,#) ,由 此 求 让 : ?3 = 3%。 


9. 整 性 相关 ”下面 要 才 的 概念 是 代数 整数 上 古典 概念 的 拓 


广 ， 如 果 一 个 复数 是 束 系 数 的 简 型 多 项 式 〈 亦 序 季 数 是 整数 并 且 
z 的 最 总 震 的 系数 为 1 的 多 项 式 ) 的 一 个 根 ， 这 种 复数 是 做 代数 


束 数 ， 今 合 虹 是 任 一 个 带 三 等 元 素 的 交换 环 ,并 合 9 是 拭 的 子 环 
含有 1 如 果 元 过 a€ %[ 适合 简 型 方程 fx) = 0, 这 里 f(x) E 
9 x] , 则 玲 4 对 于 8 整 性 相关 ,或 下 。 是 一 个 9- 整数 ， 如 果 


fx) = Yl + yo, Yekg, 


刚 
(13) yt yet + yo 
由 此 可 内，s 的 所 有 短 可 和 宕 戊 1,2,"… ,a”-! 的 线性 租 合 , 它 的 条 数 
届 于 9 . 
进 然 时 可 看 作 一 个 9- 模 的 ;这 模 的 司 是 找 , 十 , 而 9 的 元 素 按 
环 的 滁 法 来 乘 ， 于 是 ,前 而 的 结果 是 :和 如果 a 是 - -个 9- 问 数 ,并且 
013) 咸 立 ， 划 = 的 所 有 需 都 舍 于 有 限 生成 的 9- 模 a CR 
显然 成 立 的 ;这 因为 ,如 果 m 6 (lee ,由 
有 (13) 形 状 的 一 个 关系 ， 
本 节 此 后 据 宝 9 基诺 德 环 ,并 旦 将 考 完 9- 整 元 来 的 全 休 ， 所 
用 的 主要 工具 是 下 面 的 模 物 定 准则 : 
定理 7。 如 果 g 是 诺 德 环 , 草 %[ 里 元 素 4 是 一 个 -整数 必须 
而 且 只 上 须 % 有 一 个 有 限 生 成 的 子 模 存在 ,含有 4 的 所 有 泽 ， 
证 ” 帕 上 而 论 证 知 这 个 条 件 是 必要 的 . 仿古 充分 性 ， 合 i 电 
个 有 限 千 戌 的 9g- 寺 ,含有 4 的 所 有 短 ， 因 为 g 是 属 德 环 , 故 以 
适合 关于 子 模 的 升 链 条 件 ， 于 是 ,有 一 个 整数 » 存在 ,使 升 刍 
(CDS(CteDS(CleeDE 
黑 有 (1;a， 270 二 《ia 3g)。 由 此 推 知 , orEtia 
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a”) 下 得 (13) 形 状 的 一 个 关系 . 

仿 用 这 个 判别 准则 来 证 下 面 的 定理 . 

定理 8。 对 里 9- 整数 的 全 体 名 是 虹 的 一 个 子 环 ,含有 g. 

证 9 的 任 一 个 元 党 7 适 台 方程 x 一 二 0, 故 它 属于 外 . 
次 会 4 及 也 都 属于 名, 利 合 (zt 4) 及 (v15v2;" yo0 是 路 的 
两 个 9- 模 ,分 别 含 有 a 及 5 的 所 有 午 ， 则 (wi) 的 任 一 个 元 素 与 (wv) 
的 任 一 个 元 素 的 积 届 于 子 模 

第 一 0 tao a 0 
所 以 形状 如 a*&! 的 任 一 个 单项 式 属于 包 ， 于 是 , a 十 6 及 a6 的 所 
有 顶部 属于 币 ， 故 = 十 2 及 ao 属于 @G, 而 名 是 2 的 -一 个 子 环 . 

如 果 @ = 9， 亦 序 如 果 % 里 对 于 9 整 性 相关 的 每 个 元 素 属于 

定理 9。 o- 整 元 素 的 环 6 在 % 里 理性 对 

证 全 «是 一 个 整数 ,并 合 

一 十 证 
我 们 可 用 这 个 关系 证明 : e 的 每 个 者 可 由 tc,……， ear 线性 棚 合 
表 出 ， 而 系数 是 含 的 单项 式 的 和 和， 简单 扩张 前 定理 里 证 明 的 葵 
点 ,可 证 : & 里 存在 一 个 有 限 生 成 的 g- 子 模 (wy wa ,wi) , 包 食 
# 的 折 有 单项 式 。 于 是 ,ea 的 每 个 震 显 然 含 于 
Co 
于 a€ G5, 这 就 是 我 们 所 楼 菲 明 的 ， 

如 果 描 一 汪 是 一 个 城 , 而 6 = 种 是 一 个 子 城 , 则 村 的 一 个 元 
染 是 So- 整 元 素 必须 而 且 只 须 写 是 $ 上 代数 元 素 ($7)。 故 在 这 情 
形 下 ， 定 理 8 就 变 做 : 3 里 和 上 代数 元 素 的 集合 人 是 于 里 含有 
种 前 一 个 子 环 ， 我 傈 还 知道 ,如 果 z 是 代数 元 素 ,， 则 字 [a] 基 一 个 
子 域 所 以 ,如 果 2 天 0, 刚 a 150[a] 人 名， 获 备 是 一 个 域 。 如 
果 把 定理 9 也 精 合 进去 , 半 得 关子 域 的 下 面 重要 的 定理 . 

定理 10。 邻 字 是 一 个 域 ， 而 喇 是 一 个 子 域 , 则 罕 里 机 上 代 
集合 8 构成 的 一 个 子 域 ,含有 郧 。 茸 里 任 一 个 加 上 
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今 会 全 是 任 -- 个 域 , 合 9 是 至 的 任 一 个 子 环 侈 有 1 工 ， 并 全 3。 
表 和 对 里 由 g 生成 的 子 域 ， 如 果 元 迷 a€3 是 9- 整数 ， 则 一 定 是 各 
-上 代数 元 素 ， 故 定 的 极 小 多 项 式 p(x) 是 系数 & 秆 的 简 型 多 项 式 ， 
今 将 性 明 :如 果 g 是 高 斯 环 , 则 p(x) Eg[x]， 要 证 这 转 果 , 合 fx》 
是 系数 E 员 的 简 弄 和 多项式 ,并 且 藉 e) 二 4, 则 p(w) |x)， 但 fCx) 
在 9[x] 里 的 不 可 鞠 因 子 中 有 一 个 是 p(x) 在 Slx] 里 的 租 伴 多 项 
式 ， 合 这 个 因子 为 pr*(e， 则 p(x) 二 Bp(x), 这 里 BESo， 因 为 
f(x) 是 简 型 多 项 式 , 并 且 p(x) 1f(*), 政 可 假定 p*(x) 也 是 篇 型 
前 ， 于 是 ,由 pr*x) 二 Bp(*) 得 B 二 1; 从 而 px) 二 2*(*) Eg[x]， 
这 就 明了 下 面 的 定理 . 

定理 11。 邻 g 是 域 了 里 一 个 高 斯 子 厂 ， 并 命 各 是 等 的 子 域 
由 9 生成 的 , 则 对 里 一 个 元 素 * 对 于 9 整 性 相关 必须 而 且 只 须 它 是 
% 上 代数 元 素 , 才 且 它 的 年 上 极 小 多 项 式 的 柔 数 属 于 9. 

如 果 玉 的 每 个 苑 素 是 Se 上 代数 元 素 , 则 这 个 刊 别 准则 是 特别 
有 用 的 ， 这 因为 ， 此 村 宅 肯 定 了 : 全 的 元 迷 是 9 整数 必须 而 且 只 
须 它 的 极 小 多 项 式 Eg[x]， 双 因为 和 的 元 素 是 色 上 代数 元 素 , 卉 
且 有 x 一 7 形状 的 极 小 多 藉 式 ， 所 以 中 的 元 素 能 够 成 9 上 整 元 
素 前 只 有 g 里 元 素 . 改 g 在 名 里 整 性 封 六 如果 -- 个 束 区 在 它 的 
分 式 域 里 成 整 性 封 了 六, 则 它 对 做 整 性 封闭 束 区 ， 于 是 ,我 们 所得 畏 
果 可 壕 成 下 而 的 系 . 

柔和 任 一 个 高 斯 整 区 是 整 性 封 并 的 . 

10. 二 次 域 的 整数 ”代数 数 葡 涉及 形状 如 Ro(9) 的 域 的 算术 性 
盾 , 这 里 Ro 基 有 理 数 域 , 而 6 是 -个 代数 元 素 . 这 个 理论 研究 的 
原始 对 象 是 Re(6) 轩 能 够 成 整数 (或 仿 称 做 RuCb) 的 贱 数 ) 的 元 
素 的 环 B， 本 节 借 决定 二 次 扩张 RA(6) 的 效 数 环 来 简单 介 弛 代数 
数 基 . 

今秋 是 -个 (普通 ) 散 数 , 旋 不 含 平 广内 和子。 则 多 项 式 安 一 细 
在 I[x] 里 是 不 可 牺 的 。 因 为 了 是 高 斯 坏 , 坎 江 一 吉 和 在 Rolx| 里 晤 
不 可 物 的 。 于 是 ,可 作 一 个 扩张 域 RoCB), 这 里 及 = 吉 ， 这 种 域 册 
做 有 理 数 域 的 一 个 二 次 扩张 . 
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Ro 四 的 任 一 个 元 素 必 有 而且 只 有 一 种 方法 短 成 x 二 十 
形状 ,这 里 & 及 BE Ro 如 果 # 二 a 十 B69, 则 元 素 # 二 a 一 BP 串 
做 # (在 Ro(9) 里 ) 的 湛 辐 元 素 。 我 们 易 知 ,映照 一石 是 Ro(0) 的 
一 个 自 间 构 。 显 然 , 如 果 w Ro, 避 # 天 ss 全 

T() 一 xz 十 天 一 24，NCe) = wi = 0 — Bim, 
到 了 (wn) 有 反 N(z) 都 ERo。 于 是 ,多 项 式 
Kxsm = (x — = Tr + NG) 
的 系数 是 有 了 理 数 ， 显 然 , # 县 世 x*,*) 的 一 个 根 ， 歼 Re(9) 的 每 个 元 
素 是 R。 上 代数 元 素 . 

如 果 “6E Ro， 册 “对 于 工整 性 相关 必须 而 且 只 须 wx€I， 如 
果 “有 Ro, 则 2 关于 Ro 的 极 小 多 项 让 的 次 数 > 1. 故 它 县 多项式 
fx,x)， 于 是 , # 是 Re) 的 一 个 整数 必须 而 且 只 须 了 (4) 及 NC) 
的 杀 数 县 整数 ， 故 得 条 件 
(14) 2a€ 1, wt — Pom€L. 

由 第 一 个 条 件 可 推 得 a€ I， 或 «a 是 奇 整数 的 二 分 之 一 ， 邹 
a 二 (2n 十 1)/2， 如 果 waE 工 则 由 第 二 个 条 件 得 Bm € 1， 因为 
严 温 有 平方 因子 ， 故 知 BET; 尾 则 二 B87z', 这 里 刀 及 BET， 
并 且 有 一 个 索 数 2 能 除 尽 5,， 但 不 能 除 尽 5H， 于 是 ， 

Bm = (Pim)B=0 modp’). 
因为 p + Bb, 故 必 纪 |z。， 这 就 与 假 届 矛 盾 了 。 

次 设 a 二 (24 十 1)/2, 这 里 上 《TI 此 时 ,由 条 件 N 三 吗 一 
BE 得 

Bim= a — N= (+42— 4N + D4 


故 
(15) . Bm = (4r + 1)/4, r €I, 
会 B= 61671'， 这 里 bi 及 后 是 使 (51,by) 二 1 的 整数 ， 以 4 如 乘 
(15), 得 

4bim 二 (4+ 十 1 中 
因为 mw 不合 平方 因子 ， 并且 (1, 25) = 1， 若 由 这 个 关系 可 挫 得 
如 二 4， 从 而 六 二 土 2， 于 是 , 51 是 奇数 ,而 BB 是 奇 整 数 的 二 分 之 
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今 全 有 = (29 十 1)/2,a 二 (2n 十 1)/2， 因为 

N=@— Bm= [4n+ 4a+1— (49 + 49+ 1)ml/4 
是 一 个 整数 . 故 得 同 余 式 

4 到 十 4m 十 工 一 《4 天 十 49 十 1)m 汪 0Cmod4). 
它 葛 简 为 1 一 三 0Cmod4), 亦 朗 m 三 LCmod4)。 故 知 :除非 普 的 
形状 是 物 十 二 和 外，Re( 四 (多 二 mm) 的 整数 必须 是 十 B9 的 形状 ， 
这 里 w 及 B 是 普通 整数 ， 如 果 mm 三 1(mod4)， 则 还 可 能 有 另 一 种 
如 < 十 88 形状 的 整数 ,其 中 及 8 都 是 坷 整数 的 二 分 之 一 . 

反 过 来 ;如果 及 BET, 则 (13) 成 立 , 而 a 十 80 时 一 个 二 次 
整数 . 再 则 ， 如 果 mm 三 1(mod4), 并且 & 及 B 是 奇 整 数 的 二 分 之 
一 ; 则 < 二 8 是 一 个 二 次 整数 ， 我 们 的 结论 可 综述 如 次 : 

定理 12。 含 汪 是 一 个 不 念 平方 因子 的 整数 ， 如 果 m=2 或 3 
(mod4), 其 ReoC9) 是 尿 名 里 形状 如 a 十 BB 的 数 的 集合 ,这 里 
及 B ET; 如果 m 宇 1Cmod4), 上 66 是 形状 如 a 十 B09 的 数 的 集合 ， 
这 里 w 及 BB 都 ET, 或 者 都 是 奇 整数 的 二 分 之 一 。 
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1. 如 果 由 一 一 3- 求 焉 ; 贪 是 聊 儿 里 得 束 区 . 
2. 求 链 : 如 上 共有 天 个 其 依 , 即 加 一 一 1, 一 2, 一 3, ~ 了 ,~ 1 使 何 关 于 画 数 
6La) 一 1NGoD 1 成 欧 岂 里 得 整 区 


I) 例如 ,大 看 哈 地 (Hardy) 及 请 来 竺 (Wright) 车 的 凑 输 (The Theory of Numbers, 
Oxford, 1938 年 版 ), 第 213 页 。 媳 的 正 竺 中 能 使 这 糙 果 成 立 的 是 :内 一 223)5， 
6,7,11,13,17,19,21,29,3. 4I1,57 ,73,97， 这 是 晚近 才 决 定 出 来 的 ， 姑 看 
峙 兰 得 (HL. Chattand) 的 瞪 文 ; 次 域 里 的 欧 几 里 得 算法 (On rhe Euclidean 
algorithm in quadratic number ficlds)， 苇 在 美国 数学 会 各 事 (Bull. Amer。 
Math。8Soc.) , 若 55f1949) ,第 948 一 953 页 . 关于 欧 几 里 得 除法 方法 的 存在 去 须 
利用 图 数 6C(a) 二 1NCQ)1 的 阿 题 , 骨 在 英 效 京 (T. Morzkia) 的 论文:* 欧 克 里 
得 算法 《The Euclidean algonthm)” 中 讨论， 这 篇 论文 各 在 美国 数学 会 秘 覃 ， 
齿 5501949) ,第 II42- 一 1146 区 一 着 者 注 。 
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第 七 章 


格 


在 葡 验 及 环 论 的 六 干 重要 讨论 里 ， 人 们 最 初 宁 愿 小 到 这 些 代 
数 采 的 特殊 子 集 合 ( 不 变 子 草 ,理想 ) ,而 不 只 限 元 案 自 身 ， 特 
别 在 狗 当 - 芍 尔 德 - 相 某 尔 的 理论 是 如 此 的 . 写 的 论点 源 涉 到 由 M- 
子 全 构成 的 代数 深 , 及 这 些 代数 条 里 交 与 生成 的 到 两 种 合成 。 同 
样 , 环 花 的 一 些 部 分 牵涉 到 由 (左右 、 双 倒 ) 理 想 构 成 的 代数 采 , 豆 
这 些 代 数 系 里 交 与 和 两 种 售 成 。 所 以 就 导致 一 种 抽象 代数 系 思 做 
格 ; 宪 包括 这 两 个 代数 订 作 为 特例 。 格 的 概念 , 首 由 犹 得 京 (Dede- 
kind) 定义 ,但 让 到 近来 (1930 年 前 后 ) 才 受到 人 大 们 的 注意， 除了 
代数 .上 应 用 以 外 , 在 几何 基础 及 其 他 部 关上 还 收 现 许多 应 用 ， 应 
该 指出 ,布尔 (Boole》 在 狄 得 京 以 前 就 偶 轻 引出 -- 类 特殊 的 格 , 是 
做 布尔 代数 . 

本 章 将 简短 叙述 格 葵 里 可 应 用 于 看 论 及 环 论 的 那些 部 分 ， 所 
用 论证 常 是 前 面 遇 到 的 论证 的 重复 ， 在 这 样 情 形 下 就 不 作 详 尽 的 
阳 述 . 

1. 守 序 集合 

定义 1 伯 序 集合 是 由 一 个 集合 5 及 一 个 关系 之 (“大 或 等 
于 " 战 “ 舍 有 ”) 构 成 的 一 个 代数 添 ,适合 下 如 的 公理 : 

P， 奔 4 之 5 及 6 之 4a 成立, 必须 而 且 只 须 4 一 六 

Py 如果 4 字 5 及 5 字 c, 则 a 之 c， 

如 果 a 及 5 是 S$ 的 任 音 元素 ， 别 或 有 4 之 5, 或 没有 这 个 关 
系 ; 在 后 一 种 情形 ,就 记 作 a 丰 5， 丸 或 a 字 65, 但 a 尖刀 则 各 作 
4 > 我 全 还 同意 把 za 之 5 及 a > 6b 写 做 bp 人 4 及 5b<a. 

例 。 (1 又 履 的 集合 1， 正 回 数 的 集合 以 实数 的 集合 尺 关于 通常 的 之 关 条 前 
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是 中 字 集 合 。(2) 正 观 数 的 集 今 P, 关系 > 的 意义 规定 为 :如 果 a8， 则 a 闻 5.、 这 伴 
定义 的 关系 显然 适合 P 及 Ps. 《3) 一 个 任意 集合 8 的 子 集 合 所 构成 卜 储 合 字 ,规定 
攻守 B 的 意义 为 下 是 4 的 一 个 上 集合 。《4) 司 测 的 子 其 所 均 成 约 集 从 全 ,5 之 Ds 
的 意义 与 (3) 的 规定 相隔 。 

在 例 (2)，(3) 或 (4) 的 任 一 个 里 都 存在 有 不 能 比较 的 元 素 a 
及 6, 亦 即 4 之 5 或 5 之 4 都 不 或 立 ， 如果 一 个 年 序 集合 5 里 ,每 
两 个 元 素 孝 是 可 比较 的 (4 之 5 或 5 之 a), 则 说 : 3 是 线性 序 集合 ， 
或 3 是 一 个 链 . (1) 里 折 有 的 例 都 属于 这 个 类 型 ， 

在 一 个 有 限 件 序 集合 里 ， 可 以 复 盖 关系 表示 关系 >。 如 叔 
am > az, 并 且 没 有 zx 存在 使 ma >x> my 则 说 是 4 的 一 个 
复 盖 .在 一 个 有 限 御 序 集合 里 ， 如 果 a > 5, 显然 可 求 得 一 个 键 
和 4=m> > > a 
使 每 个 wm 复 盖 av+1。 反 过 来 , 这 样 链 的 存在 可 推 禹 4a > 5。 由 这 
个 就 明和 使 我 们 能 够 以 图 解 来 表示 任 一 个 有 限 御 序 和 集合 。 我 全 可 以 
小 略 ( 发 点 ) 表 示 S 的 元 素 ; 如 果 aa 是 ma 的 复 盖 , 旭 涯 表 a 的 于 于 
表 a 的 图 的 上 方 , 开 联 以 惠 线 ,就 得 到 图 解 。， 故 a > 2 必须 而 且 员 
须 由 4 到 & 有 一 个 下 降 的 折线 联络 着 。 这 种 图 解 的 一 些 例子 如 


和 


定 序 集合 的 图 解 的 桥 念 显然 输 我 师 另 -种 作出 这 样 集合 的 例 
子 的 上 方法. 
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1.， 求 吓 :由 航 数 为 素数 震 的 一 个 循 不 时 的 子 尝 沟 成 的 个 序 集合 是 一 个 鳃 。 

2. 兮 3 是 在 区 了 间 0 < * < 1 上 连续 的 所 有 了 本数 的 集合 , 并 定义 1 之 8g， 必须 而 且 
只 须 对 于 购 区 间 内 所 有 x*，f{*) >g(x)。 来 胜 : 关 系 写 是 3 的 一 个 个 序 关 洒 ， 

3 求 下 烈 咎 序 集合 的 可 解 : 由 含有 三 个 元 素 的 集合 的 子 集合 构成 的 集合 ; 6 阶 循 
乐 芍 的 子 董 构成 的 集合 ; 54 的 子 荣 构 成 的 集合 。 
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2. 格 司 8 是 补 序 集合 ,4 是 8 的 子 丛 合 ;如果 5 旦 有 -全 元 
素 ” 对 于 4 里 每 个 元 素 4, 有 ww 之 4, 剧 谣 # 是 4 的 -一 个 上 界 ， 如 
果 w 是 4 的 一 个 上 界 . 并 且 4 的 全 一 个 上 界 s 适 合 w 所 w， 而 x# 中 
做 4 的 一 个 最 小 上 界 ， 篇 记 作 1.u. b. 我 们 易 知 , 如 果 有 - -个 最 小 
上 界 存 在 ， 风 它 全 一 的 基于 下 界 及 最 大 下 界 ( 简 到 作 g.1.b-) 
也 有 类 似 的 定义 及 说 明 ， 这 些 构 念 是 下 面 定 义 的 基础 . 

定义 2 如果 一 个 御 序 集合 里 任 仿 两 个 元 素 有 有 -一个 最 小 上 界 
及 一 个 最 大 下 异 , 这 个 集合 中 做 洛 

我 们 以 aU5 表 4 与 5 的 1.u.b, ("a 合并), 井 以 aNnz 到 
gl.b. ("a 交 &")， 如 果 a,5,c 是 格 工 里 任官 三 个 元 素 , 则 (aU5) 
Uc 之 a5, c， 不 但 如 此 ,如 果 v :是 之 a，5,e 的 和 任 一 个 元 素 , 则 
(aUb), ec， 于 是 ,v 字 (aUB)Uc， 故 (aU2 引 Uc 是 a,b6 及 
< 的 1.u.b. 由 简单 归 业 的 论证 可 知 ，8 的 任 一 个 有 限 子 集合 必 有 
一 个 1.u.b.; 同 理 , 任 一 个 有 限 子 集合 必 有 一 个 g- 1. b-. 如 果 这 个 
集合 由 a a3， ……, as 构成 , 剧 1.o.b. 及 g.1.b. 分别 二 为 

aUaU Ua 及 anan Na. 

如 果 伍 一 个 (有 限 或 无 限 ) 子 集合 4 二 {aa) 有 一 个 1. u. b.。 
Da 及 一 个 g.1.b. NN an, 剧 格 工时 做 完 爹 格 。 

在 81 里 , 例 (1) 一 (4) 所 刘 的 牢 序 集合 部 是 格 .。 在 例 (3) 提 
济 前 ,一 个 集合 的 子 集合 所 构成 的 集合 后 ，4UB 及 4NB 具有 通 
常 集合 论 上 的 和 及 集合 交 的 意义 . 在 全 @ 的 子 蔡 构 成 的 伯 序 集合 
里 , 细 U9: 是 由 号 及 9, 生成 的 敬 [91, $2], 而 9.N5; 是 通常 的 
变 . $1 所 列 出 的 各 图 解 中 , 除 最 后 一 个 外 , 都 起 示 格 。 任 一 个 集 
合 的 子 梨 合 构成 的 格 及 任 一 个 酝 的 子 本 构成 的 格 都 是 完全 格 . 有 
理 数 构成 的 格 ( 用 通常 的 之 ) 不 是 完全 烙 ， 

在 一 个 格 里 ,二 元 合成 U 及 站 的 代数 基本 性 质 是 值得 校 烈 的 。 
要 这 样 做 ,我 个 将 引出 烙 的 另 -- 个 更 代数 化 的 定义 。 

首先 要 坑 的 是 :两 个 元 素 的 1. u. b- 及 g. 1. b. 是 元 素 的 对 称 责 
数 , 环 即 aU5 =6Ue 及 anz 二 5 由 a， 我 们 还 知道 , (aU5)Ue 
是 4,5,c 的 In.b.. 因为 1.u.b. 是 唯一 的 , 故 
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(CaUiUc 一 人 Uc)Ua = zaUCUc)。 
间 理 ,得 
Caf)Nec = aNGGNe). 
aUa=a, afa—&a, 
因为 aU6 之 a, 讨 (aU 耻 Na 二 a， 阅 理 ,得 Caf Ua 一 am 
友 过 来 , 设 工 是 任 一 个 集合 ,在 这 个 集合 里 定义 有 两 个 二 元 合 
成 吕 吧 门 ,适合 


EL aUb=6bUa, afb ~ efia. 

DL (eseU2)Uc 一 aUGUc)， (aNDNe = aff (pANe). 
Ls aUa=a, afla~&a,. 

EL (euUbne=a， (aNbUa=a, 


我 们 将 十 明 , 在 葵 关 以 适宜 定义 下 ,上 关于 之 是 一 个 格 , 并 且 U 
及 们 是 这 个 格 里 向 1.u.b. 及 g.1.b.. 

在 进行 证 明 前 ,可 注意 的 是 :我 位 对 于 两 个 合成 U 及 间作 了 相 
局 的 假发 ， 故 关于 U 及 介 存 在 有 重要 的 对 偶 原 理 , 就 是 家 , 和 如 果 5 
是 由 上 面 各 公 更 注释 出 的 一 个 命题 ， 到 于 E 把 UU 与 人 互相 玖 措 ， 
得 出 的 对 偶 命题 一 定 也 可 由 公理 演 释 注 . 

其 次 要 坝 的 是 : 如 果 a 及 是 适合 Li 一 La 的 代数 系 时 元素, 则 
条 件 aUa 一 “与 afi5 二 5 等 价 . 这 因为 ,如 果 saU6 = 4 成立, 则 
an5 一 (auU2)n5 = 65; 面 由 对 侦 方 面 ,也 可 从 a 由 5 一 5 推 得 aUB 
二 4， 今 于 工 里 定义 关 腔 学 如 次 :a 这 5 弄 了 朋 aUsb 二 4a 或 afb 
三 6， 要 找 一 个 命题 的 对 企 命 是 显然 是 以 5 之 sa 替代 a 之 5. 

今 来 证 明 件 序 集 合 的 基本 法 妈 Pi 一 P: 对 于 上 面 定义 的 关 邓 能 
通 成 立 ， 衣 4a 字 5, 和 并且 6 字 2, 基 asU5 二 4, 拓 且 5Ua 二 5 故 
由 交换 律 得 < 二 5 双 由 工 知 , aUa 一 aa, 故 a22Pa 下 莉 阴 了 
Pt， 次 识 4a 安 5b, 村 且 5 之 c, 则 有 aU5b 二 4 及 5bUec 二 5 于 是 ， 

aUc={(aUo)Uc = aUtBUc)=aUb= 4a, 
而 4 六 <c。 故 P; 也 成 立 . 
因为 (eaUbme= 4a, 故 aUb 字 a， 同 理 得 aUb 之 b， 售 合 
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0 之 4 及 c 安 5 的 任 一 个 元 染 , 则 aUc = ce， 并 县 5Ue 
一 <。 于 是 ， 
(aeUa5)Uc=aUGUc) = 一 oaUc 一 <， 

而 ecaU5. 这 证 明了 aUb 是 4 与 5 的 一 个 1u.b.。 由 对 偶 性 
知 , ens 是 4 与 5 的 一 个 g.1.b..， 粽 上 所 花 , 可 旭 延 合 Li 一 L 的 
代数 系 旺 格 ， 

如 果 糙 工 的 一 个 子 集 合 M 对 于 合成 U 及 站 封闭， 出 M 叶 做 子 
客 。 显然 子 桥 关 于 导出 的 合成 是 一 个 格 。 友 过 来 , 格 工 的 一 个 子 
集合 关 填 工时 所 定义 的 牢 序 关系 可 以 是 一 个 格 ,而 不 是 一 个 子 
和 格 。 例 如 , 全 名 是 一 个 涯 , 利 是 @6 的 子 集合 构成 的 格 ， 是 名 的 
子 硬 构成 的 格 ， 显 然 , 8 第 ,并 且 在 这 两 个 集合 里 ,9 之 9。 有 相 
同 的 意义 ， 但 ,如果 驴 ; 及 多 是 子 等, 则 多 U 纪 在 种 里 决定 了 这 
两 个 子 军 的 集合 哗 上 的 和 ,一 般 它 不 是 一 个 子 汪 ;而 在 & 里 ,9 多 
访 沁 定名 里 含有 多 及 多 ;的 最 小 于 替 ， 这 种 差别 显示 不 是 争 的 
子 格 ， 

如 果 4 是 赂 工 的 一 个 国定 元 素 ， 旭 使 * > a (x < <) 的 元 素 
x 的 子 集合 显然 是 一 个 子 格 。 如 果 4 之 6, 则 由 = 之 x 之 5 的 元 
素 :* 的 陡 维 合 是 一 个 子 格 ;这 样 的 子 格 时 做 一 个 (六 ) 区 淹 ( 商 ) , 吉 
作 了 [4,81 | 

格 用 公理 L, 一 L, 作 册 的 定义 还 可 引 向 同 态 的 有 用 党 义 。 如 
果 烙 工 到 格 瑟 的 映照 < 一 a 适合 

(aeUb = waU6, 及 (en5) = a fo’, 

区 个 映照 时 做 间 态 ， 各 果 这 各 映照 是 1 一 1 的 , 则 时 侯 同 构 ， 关 于 
同 攀 的 一 个 有 用 御 别 准 划 是 下 面 的 定理 ， ~ 

定理 1， 格 工 烈 按 二 上 的 一 个 1 一 1 映照 a 一 a 是 同 构 必 须 
而 且 只 须 从 工 里 a 之 4。 可 推 得 L 里 4 之, 北 目 从 里 a 之 5 
也 可 推 得 工 里 4a 之 纪 

雇 ”、 如 果 格 工 到 格 L' 内 的 一 个 映照 a 一 a’ 能 使 从 a 之 5。 扒 


了 这 样 记 法 在 代数 应 用 上 上 比 起 通常 光 写 轰 小 的 映 点 更 为 力 使， 一 一 著 着 沁 。 
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得 ” > &， 则 这 样 的 映照 时 做 保 序 映 腿 ， 如 果 a 一 a 是 一 个 网 
攀 ,; 井 且 a 全 5, 则 aU5 二 a， 于是, a Ub 一 a， 从 而 4 寡 
改 ea 一 人 是 保 序 映照 ， 道 喘 照 a 一 < 显然 也 是 保 序 的 ， 反 过 来 ， 
说 aw> 4 是 工 到 过 上 的 一 个 1 开 保 序 映 照 ， 并且 它 的 赣 映 照 也 
是 保 序 的 . 全 2 一 aUb, 关 2 守 a,5b， 于 是 , 4 守 4，b 全 < 
是 里 使 。' 安 a ,& 的 任 一 个 元 素 ， 大 分 元素。 是 。 在 工时 的 
象 , 则 < 关 ap. 于 是 ,e 关 四 从 而 ,这 裔 明了 4 二 aUB, 
同 理 可 诅 (Canb) = ene 

如 时 牢 序 集合 蜂 一 个 1 对 于 这 和 集合 里 每 个 4 有 1 之 4， 
划 工 叫做 全 元 素 (单位 ， 短 等 元 过) . 从 对 俑 方面 股 , 如 果 一 个 元 素 
0 对 于 每 个 < 有 0 世 a, 剧 0 只 做 零 元 素 ， 和 如 果 中 序 集 合 里 存在 有 
这 些 元 素 ,显然 它们 是 崔 一 的 . 


习题 7@ 

1. 求 莲 : 任 一 个 季 的 不 变 子 到 的 集合 及 (关于 任 一 个 算 子 集合 对 的 》M- 子 和 的 集 
合 都 录 这 个 芥 的 子 天 构成 的 格 的 子 机 .。 

2. 合 $ 下 习题 69 的 第 2 是 时 的 中 序 集合 . 求 恰当 地 定义 fUg 及 fng, 并 三 :5 
对 于 这 些 合成 及 奏 定 的 第 序 关 六 构 成 一 个 恢 。53 成 一 个 完全 枯 晒 ? 

3， 来 且 : 任 一 个 完全 格 有 一 个 四 元 案 有 一 个 全 元 夫 . 

4. 如 昌 带 太一 个 会 元 素 的 一 个 牛 郊 集 合 里 每 个 非 誉 子 集合 有 一 个 8, 了. b., 求 医 : 
这 个 牛 序 集合 是 一 个 完 会 格 

3. 宰 烙 格 的 两 种 合成 里 的 一 个 ,例如 U ,可 看 作 类 似 于 环 的 
加 法 , 而 另 一 个 可 着 作 类 似 于 隧 法 ， 因此 自然 地 引 向 分 配 格 的 论 
帘 , 亦 序 
(1) afl(sUc) = CaN) UCaNe) 
成 立 的 格 的 苦 帘 ， 这 种 格 的 重要 例子 是 存在 
的 。 例如 , 一 个 集合 的 所 有 子 集合 构成 的 格 
关于 通常 集合 论 . 上 的 和 及 交 是 可 分 配 移 ; 这 
可 直 左 列 图 形 显 由 ， 芽 县 --- 般 状况 也 是 容易 
证 朋 的 . 分 配 格 的 另 一 个 例 是 正 整 数 的 格 ， 
这 里 4 之 5 的 音义 是 al5, 而 aUb 是 4 与 5 
的 ge.d (a,58), aNn5b 基 4 与 5 的 1.c.m. [a, 6]. 于是, (1) 说 明 
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[sa (ec 中 = (la, 8], La, ol). 
这 畏 果 容易 由 (a, 5) 及 [a, 51 的 性 质 得 到 证 朋 (习题 47 的 第 2 
是 ). 
在 任 一 个 格 里 显然 有 <mn(aUc)Zane 及 an(5Uc)Penec- 
故 
aN(BUc) (CaN) UV Cafle) 
总 是 成 立 ， 因 此 ,要 建立 分 配 性 ,只 级 证 明 倒 转 的 不 等 式 
anteUc) 委 (am5UCanc) 
也 成 立 就 可 以 了 ， 我 们 还 知道 ,条 件 《1) 是 与 对 偶 条 件 
(1 aU(sNe) = (aUDN(CaUe) 
等 价 的 ， 这 因为 ,加 果 (1) 成 立 ,出 
{aUB)N aye) = (aU NU (aU DNe) 
aU(lado)Ne) 
=aU((aNe) UCNe)) 
= 一 (zaUkenc))UCGncy = aU (BNe). 
从 对 侦 性 , 志 可 由 2') 推 得 (1)。 所 以 (1) 的 假设 等 价 于 (1) 下 
(1 的 假设 。 故 对 偶 原理 对 于 分 配 格 显然 也 成 立 。 
出 现 于 代数 上 最 重要 的 格 (例如, 环 的 理想 构成 的 格 ) 不 是 可 
分 配 的 ,但 其 中 有 若干 个 都 送 合 比 (1) 较 弱 的 形式 , 亦 序 
Ls， 如 果 z 字 5, 章 aNn (sbUe) = 56U (ene). 
因为 6 二 aNb, 所 以 右 端 可 用 (en 外 UCaNnec) 代 堆 ， 玫 在 三 个 
元 素 a,5,c 有 a 浓 时 ,这 个 假设 就 得 出 分 配 律 ， 今 述 下 面 重要 
的 定义 。 
定义 3， 如 果 一 个 格 适 合 第 件 L% 这 种 格 叫做 楼 格 ( 狄 得 京 
和 铬 ). 这 种 格 对 于 代数 上 其 他 分 支 的 重要 性 基于 下 而 的 定理 。 
定理 2 任 一 个 潮 的 牌 变 子 性 构成 的 格 是 模 格 . 
证 合 和 是 答 定 的 荀 ,并 合 91)92,9， 是 不 变 子 本 ,其 中 9 之 
9 (5192)， 先 就 诡 27 (952U93) 来 悦 ， 这 里 多 ;U5 现在 是 到 
孙子 看 构成 的 格 里 9 与 罗 ; 的 1. na. b., 故 史 2U9; 是 由 9: 与 9; 年 
成 的 子 草 ， 央 为 9; 是 不 变 子 蔓 ， 改 90U9s 一 9294 一 9359， 于 
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是 ,如 果 aeEBmn(9:U8， 则 4 二 有 有 EN, 并 且 一 ji 这 里 
后 ED 而 和 EE 和 ,由 有 有 二 扣 司 得 后 和 h 二 有 加， 因为 > 和,, 故 这 
个 方程 的 左 端 表 示 1 的 一 个 元 素 ， 于 是 ,如 E91; 从 而 加 E90N 
293。 这 就 证 明了 主要 的 不 等 式 
HN HU Ss) & HU (NH). 
前 此 已 经 脐 过 ,倒转 不 等 式 是 一 般 格 理 葵 -上 性 属 , 故 有 
HN HU D3) = 52U(95m93)， 

而 定理 完全 旋 明 . 

模 烙 的 任 一 个 子 属 显然 是 模 烙 . 故 任 一 个 M- 对 的 不 变 M- 子 
淹 构 成 的 恪 是 模 佑 。 于 是 , 任 一 个 模 的 子 模 构 成 的 格 及 任 一 个 环 
的 ( 左 、 右 、 双 侧 ) 理 各 构成 的 格 都 是 模 格 . 忆 一 个 愉 的 所 有 - 子 歼 构 
成 的 格 通 帘 不 是 模 属 ， 由 于 这 种 事实 使 我 全 难于 把 醒 葵 完全 包括 
于 属 给 里 面 ". 

对 偶 原 更 在 神 格 畦 合成 立 和 的 ， 这 因为 ,Ly 的 对 倘 命 是 是: 如 
果 4 和 所 5, 则 aU(C2NNc) 二 2bN(aUe), 这 与 Ls 裔 的 是 同一 个 事 
情 ， 模 稿 的 另 -一 个 有 用 的 定义 可 由 下 面 的 定理 引出 . 

定理 3， 格 工 是 模 格 必须 而 且 只 须 从 a5 及 对 于 任 一 个 5 
有 aUc 二 6Uc, afle 二 50Ne 时 可 推 得 a 二名. 

让 会 工 是 模 格 , 并 合 a, 2 c 是 工 的 元 素 , 而 有 <“ 关 5 及 
aUc 一 2Ucyanc 一 6nc。、 则 

a 一 an(euUc)= 一 anCauUc) 一 5UCanc) 一 6UCnc) 一刀 

反 过 来 , 设 工 是 适合 定理 里 条 件 的 任 一 个 属 。 会 4 关 P 2， 则 我 箱 知 
道 an(2Uc) 5UGCanc)， 还 有 
(Cen(euc))nc=an(ouUc)nc)=anec 


及 
aNe= aN)Ne EGUaNeD Ne < afe, 
故 
CUCeanc))nc 一 emnc. 
1) 寡 看 54 来 段 关于 多 当 - 震 尔 德 定理 的 蜗 明 , 一 一 车 关注 ， 
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由 太 偶 性 律 
taf (BU Ue = 6Ue, 
{bgUClaNe Ue = Ue, 
于 是 ， 
anmgUc) 一 6UCenc)， 
而 工 是 模 属 . 
今 对 于 模 格 建立 与 重 的 第 二 辐 构 定理 相 类 但 的 定理 : 邹 
定理 4 如果 a 及 5b 是 一 个 模 格 里 任意 两 个 元 素 ， 则 区 测 
TIaU5, a] 二 TI5。，anal 同 构 . 
证 合 * 属 于 区 间 ITiaU5, 有 中 , 则 aUsb zx Ze. 于 是 : 瑟 交 
x 站 5 祁 a 几 5, 而 x5 属于 区 下 1[56, cn 引 ， 同 理 , 如 果 ? 属于 
I[6, aNn5], 卓 yUa 必 于 TtaU5, za 故 有 ItaU5, a] 到 工 [5 
sm5] 内 的 一 个 映照 + 一 x5 及 TE5, afna 汉 TeU5 a] 内 的 
一 个 映照 y 一 y Ua. 我们 邻 来 鞍 明 : 宅 们 是 互相 逆 的 ,因而 每 个 陕 
照 定 义 了 从 -~ 个 区 天色 另 - 一 个 区 关上 前 一 个 1 一 1 对 应 ， 这 因为 ， 
合 xET[eU5y, al, 由 于 * 字 4, 故 
(xNB Ua=xN (aUs). 
又 因 为 x 态 aU5, 故 得 (xzn6)Ua = x， 由 对 候 性 可 证 :如 果 y 
I[5, aU5], 刚 CyUa)Nns 二 y， 这 话 明 了 上 面 的 论断 .办 为 这 两 
个 映照 显然 是 保 序 的 , 敬 它 们 大 格 同 愉 . 
内 这 个 定理 使 我 们 导出 比 同 构 屠 念 更 可 的 关于 区 间 等 价 的 概 
念 . 凑 先 ,发 有 区 间 I[x, v] 及 Imw] ,如 果 工 里 存在 有 元 a,5 
使 记 答 的 -对 区 疗 中 的 一 个 能 表 成 F[eU5。，a]， 而 另 一 个 有 工 [2 
a 人 5 形状 , 则 我 们 称 I[x, vl 与 zw， 可 是 转 旱 (相似) 的 。 如 果 
条-- 个 有 限 序 列 
Tu, v] = Tlea, vi}, Thus va ys **, Thas, wr] 一 了 [wy 本 
存在 ,从 T[xy >] 开始 ,到 I[w,z] 粮 止 ,使 按 泪 各 对 都 是 转 需 , 则 区 
fw, >] 及 I[w, a] 夺 伍 射影 的 、 由 此 立 知 :我 亲 豚 定义 的 美和 采 
了 于- -种 等 价 关系 ， 叉 由 定 埋 4 知 . 射 影 区 间 是 同 构 的 。 
今 求 盟 察 在 任 一 个 M- 对 各 的 不 变 以 - 子 司 所 构成 的 格 里 ,从 
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一 对 区 并 了 [多 ,器 ] ,TI 0 的 射影 性 可 推 得 南下 9S/ 人 ,8/9t 的 
M- 同 构 。 这 只 要 者 究 一 对 鄞 庆 区 了 ， 璧 如 训 IT[51U $92, 9] 及 
7[9.、9mn 曙 ] 就 够 了 .对 于 这 两 个 区 间 ，(9U92)75， 及 92/ 
《9.092) 的 同 构 可 点 接 由 看 的 第 二 同 构 定理 得 二 。 这 个 说 明 使 我 
们 可 把 一 些 属 论 上 千 果 转 严 为 恒 同 构 上 千 果 . 


习 题 ? 

1， 如果- -个 属 不 是 分 本 的 , 求 用: 它 有 一 个 5 阶 子 格 , 其 图 解 是 51 里 种 工 图 或 第 
2 男 ; 并 证 明 : 一 个 非 模 仇 对 有 一 个 子 格 ,其 图 解 是 $1 里 第 工 图 . 

2. 求 蒜 : 奴 的 子 且 构成 的 格 不 是 模 司 - 

3. 如果 伤 是 一 个 到 ,由 两 个 元 沦 上 及 总 生成 , 而 4 及 5 适合 of" 一 18 一 1 
Baa6 一 aay 这 里 nt 一 T(mod pm)， 求证: @ 的 任 畜 两 个 子 重 可 交换 ， 应 用 这 竺 果 
求 及 : 六 的 子 笃 恤 成 的 格 是 异 悦 . 

4， 如 果 在 一 个 模 属 上 里 ，« 复 次 xm5、 求 狂 : <U8 氮 蕃 汪 具有 这 个 性 质 的 略 
悍 微 中 模 枯 ， 验 臣 : 县 有 下 面 略 解 的 格 是 中 模 格 , 提 不 是 宦 格 . 


4. 正 莱 尔 定理 ， 链 条件 合 a 及 5 是 一 个 模 格 里 两 个 元 素 . 
适合 a 之 5。 今 背 究 联 缚 a 与 5 的 有 限 降 链 
(2) 4 二 他 外 人 
和 如果 一 个 这 样 链 的 项 含有 另 一 个 链 的 所 有 项 ， 则 说 这 个 键 是 另 -~ 
个 链 的 一 个 加 如， 如 果 在 两 个 链 的 区 间 T[ai, ai+1] 间 能 建立 一 个 
1 一 1 对应， 使 对 应 区 间 是 射影 的 ， 卓识 这 两 个 链 成 等 价 ， 今 用 这 
些 术 知 来 叙述 与 公论 上 卡莱尔 定理 相 类 似 的 精 果 ， 但 生 的 证 明 需 
夏 先 其 与 杞 森 豪 斯 引 理 ( 第 三 同 爸 定理 ) 相 类 仆 后 下 面 引 理 : 

引 理 ， 售 a1，4，4z， 避 是 一 个 模 格 的 元 率 ， 通 合 a 关 a， 
中字 qz, 央 下 列 三 个 区 天 

TilaN a) Uat, Cafa) Ual, 
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zfLanamay (ainmea7UCane)]， 
IlCaf a) Ua;, (afar) U asl 
都 县 射影 芭 贸 ， 
让 ”因为 第 二 个 区 闻 对 于 下 标 1 及 2 对 称 , 并 且 第 三 个 区 间 
是 由 互 换 第 一 个 区 并 里 的 下 标 1 及 2 而 得 , 故 只 可 让 明 第 一 及 第 
并 个 区 洞 是 射影 的 就 够 了， 今 合 
a=afNa, b= (aNa) Ua 
慢 
aUb= (Caf) Ua Ua = (afla)U a, 
于 且 
aNs = (aN Nafad Ua 
= afla) Uaf ea) nN a) 
= (mf 01) U Caif a2), 
这 征明 : 第 ~ 个 区 卫 前 形状 为 Tla U5, 8] ， 而 第 一 个 区 闻 的 形状 
为 Tia. azn 引 ， 改 这 两 个 区 闻 是 射影 的 ， 
完 理 5 联 圭一 个 模 格 里 元 素 a, bla 艺 5) 的 任意 两 个 有 限 


降 链 有 等 价 的 加 4 

证 今 合 
(3) A= = 6 
(4) a= bb 


是 联结 a 及 5 的 两 个 降 链 。 仿照 春 的 情形 导入 元 素 
ax= (oNb Uanm (Ko1,2,.., t+ 1), 
2 = Cafor Uo (i=1,2,., s+ 1), 

则 

(5) Cai A 

(6) a= bb 
> 


二 


‘> a = 6, 


1) 这 里 条 用 答 尔 关于 这 个 定理 的 去 达 ， 一 一 营 首 注 . 


» 183. 


分 别 是 (3) 及 《3 的 加 组， 由 引 理 知 , 了 [East aivtru] 及 了 Laurentij 
是 射影 的 ; 故 可 用 对 应 了 [ats aitttl 一 工 ， bkiti] 来 证明 定理 
5. 
上 面 途 明 的 加 如 定理 可 用 以 导出 关于 模 格 的 物 当 - 狠 尔 德 定 
理 ， 我 们 人 先 来 定义 联 缚 mw ea > 二) 的 合成 链 为 :一 个 有 限 序列 
4 > > a = 
其 中 每 全 a; 是 ait 的 -- 个 复 盖 ， 仿 照 芍 的 情形 , 我 们 可 次 接 建立 
下 面 的 物 当 - 霍 尔 德 定理 
定理 6， 邵 果 a = 二 > 之 a 一 b 及 a 二 a>a 
“> ant 二 5 是 联结 模 格 工 里 4 及 6。 的 羡 个 人 台 成 键 ,上 二 
吉 ; 站 且 在 区 天 I[ai, ait1] , IT[a;, 4+1] 天 存在 有 一 个 1 一 1 对 应 ， 
合 对 应 的 区 天 是 射影 的 。 
为 简单 计 , 今 假 疏 工 合 有 0 及 1 , 井 在 前 面 计 论 里 取 4 = 1， 
5 二 0。 于 是 , 如果 有 联 精 工 及 0 的 一 个 合成 键 存在 , 则 说 工 有 有 
限 长 ， 这 链 里 由 工 难 一 决定 的 区 间 全 数 呈 做 工 的 长 ( 维 )、 
仿照 萤 的 情形 (第 五 章 的 58) 多 证 : 带 0 及 1 的 一 个 模 个 有 有 
限 长 ,必须 而 且 只 须 下 面 的 两 个 链条 件 成 六 
降 缔 条 件 ， 工 里 不 存在 无 限 黄 降 链 4 > oz > 四 > …， 
升 链条 件 . 工 里 不 存在 无 限 其 升 链 mn < a2 < 二 < 
今 屋 工 是 带 0 1 的 模 属 ,并 设 工 有 有 限 长 。 如 果 “ 是 工 的 一 
个 元 素 ,期 由 所 4 的 元 素 * 构成 的 子 格 工 , 也 适合 赋予 工 的 各 条 
件 . 显然 , * 是 L。 的 至 元 素 。Ls 的 长 我 们 叫做 = 的 秩 ( 维 数 ), 瑟 
作 攻 a)，、 和 如 果 a 这 5, 则 显然 有 
la) = 1708) 十 了 [ay 人 的 长 
故 对 于 工 里 任意 < 及 5 有 
taeU5) 一 上 ea) 十 IfaUb, a] 的 长 ， 
KB) 一 开门 6) + ITb, of 52] 的 长 . 
因为 T[aUB, a] 与 工 5，z 门 5] 则 构 , 故 它们 的 长 相等 ， 于 是 ， 
KaU5) — 1a) = 28) — aN), 
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{7) KaU6) = = C0) + i126) ~ 2aN 6). 


+ 到 关于 任 - -个 M- 芥 人 的 不 变 M- 子 村 的 
德 定理 . 由 链 的 区 间 所 决定 商 草 的 同 构 
路 的 射影 性 来 保证 。 例如 , 我 人 可 由 格 的 精 果 容易 引 
出 关于 主 合成 拿 刻 及 关于 特征 芥 烈 的 锡 当 - 淮 尔 德 定理 ， 另 -~ 方 
面 ,因为 “个 滩 的 所 有 -本 构 成 的 格 不 必 是 模 交 ,所 以 我 们 输出 的 
格 的 定理 不 能 四 于 通常 的 合成 旭 列 ， 我 们 需要 更 复 水 的 概念 凡 香 
通常 合成 用 列 的 理 翘 0 


习 题 ?2 


1。 驻 二 是 檀 工 的 -个 闻 集 合 ,如果 (1 a，Bb EA 可 推 得 aNn5E 4 并且 (2) ak 了 
你 E 上 可 推 得 aUs& 4A, 则 强 4 是 一 个 理 楼 。 如 果 对 于 固定 的 "ne 上 ,4 由 能 使 x 之 
的 昕 有 <《 工 构成 , 则 了 由 做 一 个 主 理想 忆 作 (a). 求 耳 : 工 返 合 降水 条 件 必 须 而 入 
只 镶 工 的 每 个 理想 是 上 理想 . 

一 个 理想 的 对 很 对 修理 想 的 定义 ,用 上 面料 果 的 对 偶 性 夺 、 


5. 带 升 链条 件 阁 的 分 解放 ”我 们 个 考究 讲 德 环 里 一 部 分 理想 
理 葵 的 格 抽 象 . 设 工 是 适合 升 链条 件 的 模 格 ， 仿 照 理 想 的 特殊 情 
形 , 如 果 工 里 一 个 元 素 “一 anaz, 这 里 a > as, 划 用“ 是 ( 交 ) 可 移 
元 素 ， 我 们 易 证 ( 便 如 ,用 类 似 于 因子 归 和 灿 法 原理 )?: 工 的 任 一 个 
元 素 可 以 有 限 个 不 可 移 元 素 的 g. 虐 b. 表 出 。 

准 素 理 想 的 理 葵 不 能 转移 于 格 . 故 必须 以 不 可 物性 概念 来 专 
门 处 理 ; 并 且 按 唯一 性 所 能 建立 的 精 果 只 基 比 较 弱 的 千 果 , 郎 : 用 
不 可 狗 元 素 的 g.1. b. 作 的 任意 两 个 无 次 分 解 里 ,项 数 是 唑 一 的 . 
如 果 agingn nso 并 且 qNn…UginfNgnN .Ngn> a 
= 1 2， 功 ), 我 们 与 前 面 一 样 路 表示 =ginen :neow 


了 参天 档 克 儿 夫 《GBirkhoff) 著 的 “ 格 防 ” {Lartice tbeory) 增 果 版 《1951) ， 
87 一 89 下 ,用 89 页 上 的 文献 。 一 一 车 者 注 ， 

2) 国平 归 摘 法 原理 是 送 让 升 链 久 件 ; 如 果 一 个 性 县 对 于 届时 入 个 
理想 %[ 的 所 有 里 因 子 一 30 出 怕 轨 是 3[ 的 于 困 于 一 一 部 底 永 ， 则 性 
质 忆 对 于 3[ 《特别 是 对 于 间 位 加 想 ， 亦 即 对 十 售 衣 红 的 所 有 部 的 理想 ) 也 成 立 . 一 
虱 者 放 ， 
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今 发 上 有 任意 两 种 表示 (不 一 定 是 无 准 的 ): 
(8) = gfNgN'.: Ng = nfrN firs 
这 里 gi 及 六 是 不 可 和 欧 的 。 我 们 要 证 ; 任 一 个 9 可 用 一 个 适宜 的 
rz 来 代替 ,使 得 。 还 可 表示 如 

和 二 9 站: 站 9 站 人 go 
这 只 要 取 ; = 1 时 证 明 就 驶 了 ， 今 引入 让 法 
r= nf Ng 人 一 2 区， 

划 有 < 二 六 站 站 站 rs 井 且 天 科 9@ 站 2 有 站 cm。 因为 区 间 
(9) TH9am 人们 gw] 一 于 到 站 Nf gg NaN N gr] 
与 
《10) TlqU (gM. Ngm),g] 
同 构 ,而 gq 在 (10) 里 基 不 可 狗 的 , 故 在 (9) 里 是 不 可 物 的 。 但 
分 解 式 4 二 克 间 v2 介 …* 人 rs 在 (9) 里 成 立 , 故 对 于 适宜 的 i, 和 一 
?这 证 明了 下 面 的 定理 , 

定理 7， 如 果 a 一 全 站 和 站 站 go 一 产科 za 站 -mrs 是 楼 
格 里 一 个 元 素 用 不 可 多 元 素 的 g.1.b. 作出 的 南 个 表示 , 则 对 于 每 
个 gq 存在 有 一 个 癌 使 a 二 qn NaginriNn gn 人 gm 

这 车 果 的 篇 单 推荐 是 唯一 性 定理 : 

定理 8， 一 个 元 素 用 不 可 纳 元 素 的 g.1.b. 作出 的 任意 两 个 无 
歼 表 示 的 项 教 相同 

证” 应 用 定理 7 ,我 们 可 写 
(11) a= ryfgN. Ngn = rvfrsN aN NN gm 

一 rz 人 站 rm， 

因为 分 解 式 4 == ”mr nrs 是 无 准 的 , 故 所 有 - 出 现 于 (11) 
的 未 行 里 ， 于 是 , m 之 x。 由 对 称 性 得 m = >， 

6. 无 关 性 发 工 是 带 0 及 1 的 模 格 ， 如 果 工 的 一 个 有 限 集 合 
ab ez 4a 适合 
(12) maN at Ua tanU.:Ue) =0 


DD 这 黑 2， 3 ，… 与 定理 7 蛙 所 用 的 读 号 ,意义 上 稍 有 不 同 ， 一 “着 者 注 ， 
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台 一 1,2，… 2 

则 这 个 集合 叶 做 (联合 ) 无 关 的 ， 前 此 在 在 的 直接 积 班 草 介 已 更 刘 
这 个 概念 . 本 节 ( 译 要 在 习题 至) 将 指出 一 部 分 直 按 积 理论 如 何 驾 
移 于 格 。 这 里 我 个 要 导出 的 主要 和 恩 果 是 下 面 的 定理 . 

定理 9. 如 果 元 素 el，e，.…， as 是 无 关 的 , 则 
(13) Coat UaUanU Va)N (aU... 

UaUantU Ue) = ml Ua, 

证” 先 起 
(14) aU Ua) NanU' Ua) = 0. 
当 := 1 时 ,由 假设 知 写 是 成 立 的 ， 次 设 (14) 在 :一 1 时 成 立 ;于 
是 ,由 模 性 及 归 策 法 假设 ,得 

ade a) NantU Ua) 
aU Ue) NeatUarU .Ua) 
一 (CU Va dN UU a) Ua = a 
因为 a CosU… Uar) = 0; 故 
Ca Uad NanU :Uae,) 
= (eu UadN arnt Ua) Na = 0. 

由 此 可 上 内,(14) 对 于 所 有 * 都 戊 立 .故我 们 可 应 用 模 性 假设 于 (13) 
的 左 端 以 得 右 映 . 

由 (13) 可 得 若干 有 用 的 推荐 ,其 中 一 些 昂 于 下 面 的 习题 里 . 


习 题 ?3 
类 1 如果 丘 。 ms，…， an 是 一 个 无 关 集 合 ,求证 : 任 一 个 子 集 合 是 无关 的 ;并 不 明 : 元 
ea 
是 无 关 元 崇 , 这 里 mm<r<-…<rk 一 和 
2. 合 w mm …，an 是 无 关 元 素 的 一 个 集合 , 且 有 a4UasU.…Uan 一 I、 定 义 
=aU Ue UanU Ua. 
求 址 对 伪 关 和 球 : 
UCBMN NGN bn NB) = 1, 
NBN Nb = 0, 
w= NN NbN NN bs, 
3， 如 果 元 素 ms ca, …，ar 是 无 关 的 ,并 且 (a.U…Uan) 几 ann = 0, 求 诈 : 元 澡 
和， 4 是 无 关 的 ， 求 吓 : 集 合击 ,as,…, an 是 无 关 的 必须 而 且 只 贷 (arU … 
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Unen 一 ad 一 1 2 加 一 1 
4。 如果 工 泛 全 链条 元 素 ab wa …。 om 是 无关 的 必须 而 且 只 第 
Uan 一 Ken) + Has) + oe + Tan). 


一 a.U az, 这 里 a; 是 无 关 的 ,并 且 天 a, 则 朋 
分 和 如果 工 适合 降 链 条 件 ,， 则 仿照 孚 的 情形 所 
五 草 的 512 末了 段 ) 可 旋 : 工 的 任 一 个 元 烷 可 用 有 限 个 
无 关 的 而 且 不 可 分 解 的 元 烷 的 1. u.b. 来 表示 . 

如 果 & 一 5Uc 二 5bUd, 这 里 5bNc 二 0 二 5NMd, 则 区 背 Ila， 
5] 及 Llc,0] 与 区 间 [Ta, 5] 及 I[d, 0] 是 畏 起 .于 是, I[e, 0] 
及 Tla, 0] 荐 射 影 的 ,所 到 ,如 果 工 里 存在 有 56, 使 

2Uc 一 5Ud，anec 一 5nd=0， 
出 说 元 素 < 及 2 古 直 接 射影 的 ， 这 个 构 念 长 用 于 把 克 管 尔 - 朴 帘 
特定 理 扩张 到 格 论 上 .本 书 只 迟 这 个 糙 果 ,而 不 附 证 明 ， 

定理 . 令 工 0 及 1 的 一 个 模 格 , 话 合 降 链 及 天 链条 件 . 设 

a=aUaU Ua = BU UU Ub,, 
这 里 本 及 已 都 是 无 关 的 茧 目 不 可 分 解 的 元 素 , 则 zo 一 ”， 昔 县 全 
上 如 可 列 成 1 一 1 对 应 ,使 对 应 元 素 是 均 接 射影 的 . 
个 定理 由 库 洛 什 (Kypour) 及 奥 尔 发 现 ” 由 此 立 可 挫 得 关 
于 性 的 克 锭 尔 - 叔 密 特 定理 ,只 除了 涉及 中 间 分 解 的 叙述 的 部 分 ， 

7. 有 余 模 格 

定义 4 如 果 带 0 及 1 的 格 对 于 工 里 每 个 = 都 存在 一 个 使 
aUa 二 1, na = 0, 则 误工 是 有 余 格 , 

如果 4 是 带 0 及 工 的 格 里 任 一 个 元 未 ,而 元 素 志 能 使 Un 
三 1, ne 一 0， 则 = 由 做 = 的 余 元 素 ， 改 由 上 面 的 定义 知 ， 
个 格 显 有 余 的 必须 而 且 只 4 腑 工 里 每 个 a 都 有 一 个 人 元素. 如 果 5 
去 4, 刚 使 5Ubi 二 4 及 5Nb 二 0 的 元 素 妈 (所 4) 叫做 b 关 于 4 

一 个 集合 的 子 集 合 构成 的 格 是 有 余 格 。- -个 壮 集 合 4 的 余 元 


了) 矢 看 柏 克 年 大 著 的 “ 格 沦 ”, 增 开 版 ， 94 页。 一 一 车 者 注 ， 
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素 是 通常 集合 葵 上 的 剑 子 焦 合 , 亦 即 所 有 元 素 a 《4 的 集合 4 
如 果 一 个 有 限 交 换 醒 的 所 有 元 素 的 阶 基 有 限 素 数 ， 则 莉 的 子 避 构 
成 的 格 是 有 余 格 . 这 可 由 现在 郎 将 建立 的 刊 罚 准则 得 出 . 

合 工 号 -个 有 余 懂 格 ， 关 全 4 及 厂 是 工 的 任意 责 个 元 素 ， 症 
6<a, 则 有 -个 元 素 尹 存在 ;使 5U2 一 1 sn2 = 0、 故 由 模 性 ， 
有 

a=af(BUb) 一 5UCeazi) = 6Ub, 
这 里 六 一 a5， 因为 5 从 5 一 5NNaNb' 一 0, 入 然 51 是 5 关于 
# 的 余 元 素 。 上 故 知 ,如 果 工 基 模 格 , 并 有 旦 是 有 余 格 , 划 对 于 工 里 任 
一 个 a， 任 一 个 红 志 4) 关于 4 的 余 元 素 都 存在 ， 另 一 种 发 法 是 : 
对 于 工 里 每 个 a, 元 未 入 的 子 恪 工友 有余 格 . 

在 有 余 格 理 窒 里 ,点 的 鬼 念 极为 重要 。 如 果 带 0 的 格 里 一 个 

元 来 Pp 是 0 的 一 个 复 盖 , 风 了 归 修 一点， 如 果 上 适合 降 刍 条件, 姑 

工 全 有 点 。 这 因为 ,我 倍 可 滥 一 个 a > 0. 各 果 a 不 是 0 的 复 逆 ， 
划 存 在 一 个 四 使 ma > 办 之 0， 如 果 不 是 一 点 , 则 有 a; 存在 使 
4 之 mm 之 43 之 0、 由 降 链 条 件 知 , 这 个 方法 进行 有 限 次 后 必 将 停 
止 下 来 ,而 达到 工 里 一 点 . 

今 设 上 基 有 余 格 ,并 活 台 降 链 及 天 链条 件 . 他 pl 是 工 里 一 点 ， 
并 全 pi 基 i 的 一 个 余 元 来。 如果 pi 天 0， 剧 对 于 Lpt 可 使 用 降 
键 条 件 以 得 - -点 py 过， 因为 pp 一 0, 压 (piUps) 之 pl 又 
因为 p.Up: 有 -一 个 余 元 索 , 如 果 竺 天 0, 必 会 有 -- 点 #3， 于 是 ， 
(piU p22) ps 一 0, 圭 且 ppzUps > PU ps 过 种 进行 下 去 ,得 必 
Ps 2 pa 的 :个 序列 ,使 

PpUp<pUpUp: 
电 用 刍 条 件 知 ， 各 过 有 限 奖 局、 之 各 流 ( 吉 ) 欧 后 ,就 要 称 止 ， 
当 这 情况 出 现时 ,可 知 pyUpsU.…U ps 有 0 作为 一 个 佘 元素. 这 
意 际 着 1 二 PUPU Up 故 1 是 有 限 个 点 的 -个 人 ub. .不 
但 如 此 ,我 们 所 选 的 p; 是 使 ” 
CpUpU Up 人 Er 人 一 2 
所 下 ,如 果 工 是 模 符 , 划 ps 是 无 关 元 过 (习题 73 的 第 3 题 )， 
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反 过 来 裕 , 届 工 总 带 0 及 1 的 全 -个 楼 属 , 它 具 有 这 样 性 质 ， 
朗 1 是 有 限 个 点 的 -- 个 1.u.b.。 今 证 : 工 适合 链条 件 , 井 匡 工 是 有 
余 桥 . 全 上 一 和 UpPU Uprs 这 里 pi 是 点 ， 我们 可 裔 所 用 的 守 
车 是 使 pi, pz,，'*…, pm 能 为 集合 pi, pz，…, pa 的 一 个 最 大 泥 甘 
了 学 集合 ， 于 是 ,我 们 可 肯定 1 二 piU prU*……U pm; 这 因为 ,如 凡 御 
定 这 结果 , 剧 必 有 一 个 > 闫 存在 , 使 产 尘 庙 UaU Upm。， 出 
此 可 推 得 


FpiN pV VU pn) < pi: 

于 是 , 声 二 0， 因 而 加; …，pmy pr 是 一 个 无 关 集 合 , 这 与 加 的 极 
大 性 矛 后 ， 故 得 1 = 和 UpaU gpm。 因 为 p; (i 所 m) 是 无 关 
的 ; 故 

《CoUpPU UpJnares0 GT =12 3 一) 
于 是 ;区间 TIpUpU Up PUp2U UP] 与 于 pr 0j 是 
转 夺 ; 从 而 户 UpU Upiit 是 piUpsU…Upi 的 一 个 复 谣 ， 由 
中 可 见 

革 (plU Up > py Upa) > > 有 0 
是 工 的 一 个 合成 链 ， 这 样 链 的 存在 就 可 推 得 两 个 链条 件 . 

次 证 工 是 有 余 属 , 介 1 一 puUpsU … po, 这 里 pi 是 点 。 如 
果 4 是 工 的 任 一 个 元 素 , 并 且 4 关 1, 我 们 可 选 一 个 py, 站 a， 于 
是 , anpi, 一 0, 圭 且 a 二 aUpi, > a 如 果 al 关 1， 剧 可 找到 一 
个 pi 使 二 np 二 0。， 由 这 个 方法 得 出 pj 的 一 个 子 集 合 pi,, pi,， 
… ,pir 使 

aNpi, = 0, 
CaUpi) Np = 0 CaUpaU :Ups Np = 0, 
aUpaU Up — 1, 

由 为 首 7 个 方程 指 汕 ,集合 a, pi,、，*… ,pi, 是 无 关 的 ， 疏 an (ps 
UUpi) 二 0; 而 由 最 后 方程 知 ， pi,U…… Upis 是 4 的 余 元 素 . 

邻 把 主要 匡 果 粹 竺 为 下 硬 的 定理 . 

定理 10。 如 果 工 是 一 个 有 余 模 格 , 适合 升 键 及 降 键 条 件 ， 则 
工 的 元 过 1 是 无 关 点 的 一 个 1.u.b., 反 过 来 ,如 果 工 是 带 有 0 及 1 
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的 一 个 神 格 ,而 1 是 有 限 个 点 的 一 个 1 u-b.， 则 开 是 有 余 格 , 些 适 
合 升 键 及 降 鲁 条 件 . 

在 邓 第 的 子 桑 构成 的 格 & 里 ,素数 阶 循环 子 硬 是 一 点 ， 拟 以， 
如 果 @@ 是 有 限 奖 换 伍 ,并且 G 的 每 个 元 素 的 阶 数 部 是 崇 数 , 则 
适合 链条 件 , 是 一 个 模 属 , 并 且 & 里 的 1 是 点 的 一 个 1.a .b-. 这 证 
明了. 上面 的 是 有 余 烙 的 说 法 . 


习 题 74 
1. 求 妩 :对 于 一 个 有 余 模 格 , 可 从 两 个 钥 条 件 中 的 任 一 个 推 得 另 一 个 。 


8. 布尔 代数 

定义 5。 布尔 代数 是 带 有 0 及 1 的 一 个 格 , 它 是 分 村 的 ,并 且 
是 有 余 的 . 

布尔 代数 最 重要 的 例子 是 任 一 个 集合 S 的 子 集合 构成 的 烙 、 
一 般 来 座 ，S 的 任 一 个 子 集合 域 是 一 个 布尔 代数 ; 换 旬 新 说 , 子 集 
合 的 任 一 个 集合 ,如 果 对 于 U 及 括 队 、 并 且 含 有 1(C=5) 及 0 
(二 部 ), 还 含有 这 集合 里 任 一 个 子 集合 的 余 第 合 时 ， 这 集合 是 一 
个 布尔 代数 . 

下 面 定理 输出 任 一 个 布尔 代数 里 余 元 素 的 最 重要 初等 性 质 . 

定理 11， 一 个 布尔 代数 里 任 一 个 元 素 “ 的 余 元 素 a 是 叭 
一 决定 的 . 观照 a 一 a" 是 B 到 它 自身 上 的 1 一 ] 对 应 ; 它 的 周期 
为 2Ca” 二 a), 芳 目 适 合 条 件 
{15) CaUp) = efy, (afb) =aUb, 

证 合 。 是 8 的 任 一 个 元 素 , 井 介 a 及 a 是 使 aUa = 工 及 
a a = 一 0 的 两 个 元 素 ， 则 

aa=aNl=aN(aUa) 一 (aneUCana) = afa. 

所 以 ,如 果 更 有 asUm 一 1 及 ana = 0, 卓 a= a'Na， 于 是 ， 
2 二 wy， 这 证 明了 余 元 来 的 唯一 性 ， 至 此 , 显然 知 是 * 的 余 元 
染 ， 故 a" 三 (a')' 二 sa， 这 证 明了 映照 。 一 “的 周期 是 2， 因此 ， 
这 映照 是 B 到 生 自 身 .上 的 1 一 1 映照 ， 令 合 a 所 5, 天 sab 委 
bns 一 0， 而 
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y=oNl=bN(aUa) = NU Nea) = fa, 

故 刀 委 a。 因为 as 一 ea 是 中 到 旋 肯 身上 的 1--1 对 应 ,并且 是 诞 
序 的 〈 就 是 迟 , 如 果 a < 委 5， 则 六 之 a)， 故 由 使 用 证 明定 理 1 的 
论点 可 证 (15) 成 立 . 

就 历史 上 癌 来 , 布尔 代数 蛙 格 研究 前 开端 。 布尔 要 使 命题 学 
形式 化 而 导 久 这 种 代数 ， 长 期 汉 来 都 以 为 表示 这 些 代 数 系 的 代数 
类 型 与 舍 于 熟悉 的 数 系 的 代数 类 型 在 实质 上 完全 不 同 ， 但 实际 .上 
工 非 如 此 ， 相 反 地 我 们 将 要 看 到 布尔 代数 的 理 葡 与 环 的 一 个 特殊 
类 的 理 放 等 价 。 这 个 事实 可 基于 任 -- 个 布尔 代数 可 看 作 是 一 个 环 
关于 适宜 定义 的 合 瞩 的 千 果 而 得 出 证明 ， 

要 从 一 个 布尔 代数 B 作出 一 个 环 ,我 们 引入 新 的 合成 

a+ b= (aNb Ua Nb), 
对 做 与 5 的 对 称 痉 。 我 们 立 知 , (an5) U (en 人 = (aUB) 
mn Cn) 改 在 集合 $ 的 子 集合 的 这 一 特殊 情形 ,对 称 差 芯 十 了 
恰 蚌 属于 如 与 属 了 VV 但 不 同时 属于 这 两 个 集合 的 元 来 的 合体 .我 
们 今 将 秋明: 如 关于 合成 十 作为 加 法 及 合成 由 作为 乘法 成 一 个 环 。 
今后 着 以 通常 所 用 环 的 乘法 记 法 o8 代 杰 a 2b。 

显然 十 是 可 交换 的 。 要 让 钙 合 性 ,首先 有 

(ce 士 坟 一 (enoUCene)。 


于 是 ， 
(Ce 十 习 十 < 一 人 Cena)UCena)ne 
U{CCaNb) UC Ns) Ne) 
= CaNp Ne YU NN VNsN YU Ca nz Ne). 
这 对 于 4a, 5 及 < 是 对 称 的 , 故 在 特 款 得 (a 十 56) 十 c= 二 (c+ 双 ) 
十 a。 因此 ,从 交换 性 可 推 得 结合 律 ， 显 然 ， 
= 十 0 一 (antl)UCeno) = a, 


大 有 


st a= (affa)U(a Nea) = 0, 
故 吾 关于 十 是 一 个 交换 覃 . 
我 们 知道 ，，( 一  ) 是 可 和 结合 的 ， 改 只 须 验 证 分 配 律 ， 这 可 
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at em (aN Ua nine 
= (aNs NU Ca NeNe), 
ac tt be = (CaN dNGNAYIU CaN NGN)) 
= (eNONG UU Ca UI NGNe)) 
= {aNncNs dU nsnc) 
得 靳 ， 故 8, 十 ,，* 是 -个 环 ， 
环 B8, 十 ，* 还 有 下 面 各 性 盾 : 洲 个 环 是 可 交换 的 , 它 有 --… 仿 司 
等 元 素 , 并 用 中 的 所 有 元 素 都 是 同 势 元 素 . 所 有 这 此 性 盾 部 是 带 


1 的 任 一 个 格 的 合成 nn 的 狼 知 性 质 . 我 匀 还 知道 , 8 前 每 个 元 素 
在 七 的 加 法 于 里 的 阶 基 二 2， 就 环 来 说 ,这 些 性 硕大 非 无 关 的 ;这 


因为 , 如 果 环 里 每 个 元 素 4 适合 a 二 a, 则 可 推 得 24 一 0 及 对 于 
每 两 令 =, 占有 ab 二 54， 概 证 这 些 囊 实 ,须知 
at+btabtba=atr iabtba= (a to) =atb. 
疏 
(16) ab + ba 0. 
如 果 于 (16) 里 介 a = 5, 并 应 用 = 的 同 势 性 , 则 得 2 二 0; 于 是 ， 
4 二 一 5， 故 由 《16) 得 o6 = ba。 因此 , 关于 了 ,十 ;' 的 主要 事 
实 是 : 它 有 一 个 司 等 元 素 , 并 且 写 的 所 人 元素 都 是 同 势 的 ， 歼 我 们 
可 导入 下 面 的 定义 。 
定义 和， 如 果 一 个 环 的 所 有 元 素 祁 是 同 势 的 ， 这 个 环 叶 做 布 
其 次 ,我 们 要 证 : 带 恒 等 元 来 的 任 一 个 布尔 环宇 定义 一 个 布尔 
代数 , 为 着 把 上 面 用 的 方法 倒转 过 来 , 邻 定义 <U6 = a 十 6 一 ab， 
及 an2 二 a6, 我 们 知道 (第 二 章 的 33), U (周全 成 ) 是 可 精 合 的 . 
Li 一 I4 里 其 他 法则 都 可 由 上 述 关 于 加 的 假 才 及 交换 粕 立 列 导出 
疏 四 ,UD , 几 是 -~ 个 格 ， 因 为 
(aUWNe = (0 +6 — ab)e 
=ac + be — abe 


一 ac 十 bc 一 scBc 
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= (aNc)U CNe), 
故 这 个 司 是 分 配 格 . 我 们 还 易 知 ，1 及 0 分 别 是 格 的 全 元 素 及 雾 
元 素 , 并 且 4 == 1 一 a 具有 a 的 余 元 素 的 作用 . 故 号 是 一 个 布尔 
代数 . 
最 后 要 指出 ,我 们 所 用 的 两 个 方法 可 以 彼此 北 扒 的. 性 如 , 假 
定 从 布尔 代数 日 ,U , 几 出 发 , 旧 得 环 8, 十 ,* ,这 里 a 十 5 = (an 
ZUCe 5b)，ab = af15。 用 后 一 个 方法 于 8, 十 ,，* , 葵 出 合成 
aUbS=at+b—abh 及 aTb =ab 三 aNb， 由 于 1 一 a=1+a 
一 ne)UGna) 二 a， 于 是 
eaU5 一 aaT5 一 上 5 一 1 一 (一 ao 一念 
一 (eneo7 =ayUs. 
故 合成 口 ， 万 与 原来 的 U ,由 重合 ， 反 过 来 , 琶 从 带 工 的 布尔 
环 出 发 ， 并 定义 aU5 一 xz 十 总 一 上 aa 一 上 6 及 四 5 = 
(aneD)UCe na a0 =aNb=ad, Na =1—4a, 有 8 
2 一 (Cn 一 0)UGG — a Ns) 
al— UI- op 
(a — ab) UC 一 aa) 
=a— abtb ~ ab— (a— ab)tb 一 ca 
=a—abtb~ab—abtabtab—ab 
一 上 十 六 
故 组 与 十 重合 , 昌 与 * 重合 ， 这 就 完成 了 下 面 定理 的 证 归 ; 
定理 12.( 斯 敦 (Stone) 定 埋 ) ”布尔 代数 与 带 恒 等 元 素 的 布尔 
环 信 两 类 型 的 抽 和 象 代数 系 是 等 价 的 ， 
习 题 75 


1. 求证 : 任 一 个 布尔 代数 关于 师 个 合成 2B5 一 (aUB) 由 (a'UB), oO5 =eUs 
定义 一 个 环 . 求 胜 ; a@b 一 1+ 4 二 65,25 二 4 十 5 十 地 ,这 盟 二 及， 是 按 书 中 定 
义 的 合成 ， 

2。 如 果 太子 是 一 个 环 的 同 势 元 素 , 井 且 ef 一 fe， 证 明 : ef 及 e 十 一 ef 是 同 
势 元 素 。 求 旺 : 属于 带 恒 等 元 素 的 任 一 个 环 的 心 的 同 势 元 左 关 于 台 成 eU 二。 十 f 

一 of，eNnf 二 ef 成一 个 布尔 代数 . 

3， 如 果 对 于 任 一 个 环 存在 一 个 索 数 放 , 使 环 里 每 个 = 天 合 pe 一 0 及 or 二 a, 来 

蓄 : 这 个 环 是 克 换 环 。 


由 
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三 划 


子 集合 (subset), 2 
壬 一 Cproper 一 ), 2 
于 车 (subgroup), 26 
趴 一 (praper 一 )， 27 
由 集合 M 生 威 的 一 (一 generated by 
the set M), 31 
不 变 [= 正规 , 自 共 县 ,类别 ] 一 (inva- 
riant fnormal, self-coujugate, dis- 
tinguished]~), 40 
M-~(M-~), 121 
特征 ~(characteristic~)，I21 
全 不 变 ~ (fully invariant~), 121 
换 位 子 一 (commatator~) 123 
子叶 车 (sub-semi-gioup), 26 
子 环 (eubring》, 59 
于 除 环 ~(division~)，60 
由 8 生成 的 一 (一 generated by S), 61 
子 域 (subfield), 81 
会 8 的 最 小 ~[ 二 由 5 生成 的 一 ]，832 
{smallest ~containing §, [~gene- 
rated by 51), 82 
池 罕 闻 (subspace), 121 
子 模 (submodule), 152 
由 集合 生成 的 ~(~generated by the 


seO, 154 
子 格 (sablartice)，127 
四 划 

引 还 Cemma》 


裤 廷 ~(Fitting's 一 ), 144 
高 斯 一 (Gansyw 一 )，116 

必 Ccenter). 46,61 

元 素 (element), 1,55 
生成 一 (generator)，6，32，154 
后 秀一 (successor)， 7 
层 等 ~(identity~), 24 

在 ~(lefe~), 24 


naverse), 24 
在 一 left 一 )，24 
右 一 Cright- 一 》， 24 
在 的 ~Cleft quasi-~), 对 
有 级 ~(right guasi-~), 54 
单位 一 (anity， 寻 
正则 ~(regular~), 24 
有 ~(right~), 24 
拟 一 (quasi-regulary，53 
志 一 left 一 》 于 
右 一 (right 一 )，54 
同 势 ~(idempotent), 26 
无 势 一 (nilpotent)，53 
看 限 阶 一 (一 of finite order)，33 
无 限 阶 一 (~of infinite order), 33 
代数 一 (algebraic 一 )，87 
超越 一 (transcendental 一 )，89 
代数 无 关 一 (algebraically indepen- 
dent~), 98 
相伴 一 (associate)，106 
不 可 网 一 (irreducible 一 )，106 
可 移 ~(reducible~)、 185 
素 一 (primae 一 )，108 
闪 地 一 (coniugate 一 )，171 
宇 一 (al 一)，178 
零 ~(zero 一 )，178 
联合 机 分 解 的 ~ (join decompasable 
~), 188 
宣 接 射影 的 ~ 《directly projective 
~), 1388 
余 ~(complement), 188 
不 可 移 数 irreducible number), 64 
不 可 约 恬 判别 肉 则 (irreducibility eri- 
teriou),， 爱 森 斯 进 一 ，118 
分 式 (fraction), 83 
反 演 公 式 (inversion formula), 112 
默 比 高 斯 一 ，112 
反对 称 性 《asymmetry), 11 
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CiatervaD 【一 商 ]，177 

射影 的 一 (Prolective 一 )，181 

百 吕 

归 岳 法 Ginduction) 

一 公理 《asiom of 一 )， 7 
first principle of~),7 
(second principle of~),12 
对 称 性 《symmetry), 4 
对 换 《eran3position)，36 
对 偶 原 珊 (prineiple of duality), 176 
对 称 盖 (symmetric difference), 192 
中 于 (semi-group), 18 

有 限 一 (finite 一 》)，I9 

高 斯 一 (Gaussian~),，107 
司 交 换 (to commute), 23 
四 纵 数 《quaternion), 58 
因 糊 (refinement), 128,，1382 
代数 Calgebra》 

布尔 ~(Boolean 一 )，I91 


六 划 
突 Gntersection), 2, 71 
无 签 一 Cirreduumdant 一 )，164 
交换 律 《comrautative law) 
加 法 一 (~of addition), 9 
本 法 ~(~of multiplication), 10 
交换 性 (commutativity)，23 
关系 《relation), 4 
左 同 余 ~(left congruence~), 39 
合 城 《composition) 
二 元 一 (binary 一 ,4 
糙 合 的 一 (agsociative 一 )，18 
非 精 合 的 ~(nen-associative~),20 
元 ~(ternary~), 20 
图 一 (cirele 一 )，53 
次 序 (order), 11 
传递 怪 《transitivity), 4 11 
因子 (factor), 16, 106 
芮 一 (Proper 一 )，106 
闻 构 (isomurphism), 23, 65, 177 
蔡 的 一 (一 of group), 30 
环 的 一 (~of ring)，65 
并 的 一 (~of module), 153 
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桥 的 一 (一 of lattice),，177 
及 一 (anri- 一 )、69 
M-~ (M-~), 122 

同 态 (homomerpiism)， 条 ，65，177 


一 核 (kernel of~), 66 

刀 同 构 (automorphism)、44,65 
法 的 一 (一 of group), 45 
环 的 一 (一 of ring), 55 
祺 的 一 (一 of module》, 153 
两 一 (inner 一 )，45 
到 一 (anti- 一 )，70 
M-~(M-~), 122 

自 司 态 (endomorphism), 和 4 
于 的 一 (一 of group)，44 
环 的 ~(~of ring), 65 
机 的 一 (~of module), 153 
正规 ~(uormal~),140 
M-~(M-~), 122 

共 四 e 类 (conjugate classes), 16 

兴旺 数 (conjugate)，68 

划 从 《partitiony，47 

行列 式 {determinant), 57 

扩张 (extension), 79 
二 次 ~(quadratie~), 170 
简单 代数 一 (simple algebraic 一 )，94 
简单 超越 ~ (simple transcendental 

一 )， 路 

多 形式 一 (polynomial 一 )、115 

才 顶 全 (polynomial), 386 
不 可 绝 ~(irreducible~), 94 
多 变 施 一 (一 in several elements), 97 
对 称 一 Gymmetrical 一 )，99 

彻 等 一 (etetnentary 一 )，I00 

齐 妈 一 (homogeneous 一 )，101 
项 一 (prinitive 一 )，I15 
制图 一 (cyetotomic 一 )，I18 

使 次数 (total degree), 101 


七 划 
价 Corder), 19 


合子 (to be contaiued in), 2 

含有 《to contain), 2 

朗 序 性 (well-ordering), 12 

执 正 期 性 Causasi-regulsnity), 53 

作用 于 右 , 于 左 ,或 于 双 侧 (te act on 
the right, on the Ieft, or on both- 
sides), 120 


入 划 
代 集 [= 丑 塌 和 ] (union | 一 Iagicsl 
sum]), 2 
和 (sum), 13, 8 
直接 一 (direct~),134 
崩 同 态 的 ~ (~ of endomorphism)， 
140 
立 数 《fnnction》 
中 -一 [三 指 示 一 1 办 一 [二 totient]),65 
常 入 一 (constant~),103 
单 变 元 多 项 一 (potynomial 一 of a 
variable), 103 
* 变 元 多 项 ~ 《polynomial 一 of + 
variables), 104 
回 比 访 斯 一 ，CM6bius’ 一 ),，112 
环 《ring)，48 
奖 模 ~(commutative~),，51 
带 慢 等 元 素 一 C~with an ident'ty), 
SE 


除 一 [一 拟 域 , 仁 域 , 让 域 , 体 ] {division 
~ [= quasi-field, skew field, s- 
field, ksrper]), 52 

阵 一 (matrix 一 )，54 

四 悉数 一 (一 of quaternions), 59 

差 一 [一 商 一 , 鲁 余 类 一 ] (difference 
~, [= quotient~, residue class 
一 ])，63 

单条 一 (simpte-)，67 

圭 ~(zero 一 )，70 

内 局 态 一 (一 of endomorphisms), 75 

右 飞 变换 一 (一 of right multiplica- 
tions), 77 

多 项 式 一 (polynomial.~), 836 

形式 幕末 数 一 (forrmal power-series 
一 )、89 

中 于 一 Gemigroup 一 ) 89 


页 数 一 ( 一 of tunetions),，102 
斌 德 一 (Noetherian 一 )，166 
布尔 一 [Boolean 一 )，193 
定理 (theoremy 
遍 菊 一 [Cayley's 一 )，30 
欧 科 -处 虽 一 (Enter-Fermat~》, 65 
着 尔 柏 特 基 一 《Hilhert basis 一 )，159 
钩 当 - 园 尔 德 一 (Jordan-Halder~)129 
克 车 尔 - 瓜 密 特 一 (KKrull-Sehrmidt 一 )， 
146 
亩 洛 什 -从 尔 ~《Kypom-Ore~), 188 
特 格 闪 日 一 (Lagrangers 一 )》，39 
李 上 尼 花 一 (Leibniz" 一 )，94 
席 加 二 一 (Poincaré?a~), 40 
权 莱 尔 加 翻 ~(Schreier’s refinement 
~), 128 
斯 敦 一 (Stonc"s 一 )，194 
感 尔 丈 一 (Wilgon's 一 97 
一 的 同 神 基 本 一 (fundamental 一 of 
homomorphism of groups》,43,.123 
坏 的 同 态 的 基本 一 (fundamental~ot 
homomorphism of rings), 67 
同 煌 ~(isomorphism~》 
第 一 一 (first 一 》，126 
第 二 一 (second 一 )，126 
第 三 一 (third~)，126 
吐 一 性 一 (uiqueness 一 》 
第 一 一 first 一 )，165 
第 二 一 (sccond 一 )，167 
县 (icngth)，108，184 
极 天 条 件 《maximstm condition)，156 
极 小 条 件 《minimum condition)，156 
沂 立 部 分 (isolated component)，167 
九 划 
映照 (mapping》, 2 
集合 了 到 集合 了 内 的 单 入 ~ (singte 
valued ~of set 3 into set T), 3 
集合 5 到 集合 了 上 的 单 值 ~ (singie- 
valued~of set § onto set T),Y 
省 一 (ipyerse 一 )，3 
恒 等 一 (identity 一 ) 3 
村 出 一 Ginduced 一 )，6 
保 序 ~K 一 with order Preserving),178 
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扩张 (~extension), 全 

变换 (transformation)，3 
右 采 ~ (right multiplication), 30 
去 滋 一 Qteft multiplication), 78 

宰 滑 律 (cancellation law), 9 
加法 ~~(~of addition), 9 
乘法 一 (一 of multiplication), 10 
在 ~ 人 (left 一 )，26 

封 开 性 closure), 26 

指数 (index), 39 

所 六 (cover), 174 

点 (point), 189 


十 则 
以 数 《mvttiple), 16 
素数 (prime), 17 
乘法 帮 《multiplicarion table), 19 
特征 数 《characteristic), 71 
高 子 (higher than), 101 
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进 羽 一 (transpose),69 
为 的 一 (一 of 7), 76 
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直接 ~(direct~), 134, 1 和 9 
不 变 村 - 林 属 的 一 (一 of invariant 
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完全 一 (complete 一 )， 148 
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素 一 (rime 一 )，96 
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未 ~(principal~), 73 
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对 偶 一 Cdual~)，185 
千 立 一 (isolated~), 167 
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正规 琴 列 的 ~(~of normalseries),128 
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集合 GeD, 1 
空 一 (void~), 2 
积 ~(produet~); 2 
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传递 一 (transitive 一 )，37 
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绚 性 序 一 (linearly ordered 一 )，174 
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等 价 《equivalent), 5，182 
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加 法 一 (~of addition)，9 
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炉 大 下 界 (greatest lower bound), 175 老化 子 《armihilator) 
循环 Ccycle), 35 布 一 (right 一 )，78 
不 相交 的 一 《disjoint 一 )，35 灿 的 一 (一 of module), 153 
距 〔normn7)，60 衣 的 (permutatton),，35 
嵌入 Cinabeddiug), 79 奋 一 (odd 一 )，37 
换 位 子 Ccommutator),123 假 一 〔evcn 一 )，37 
十 三 如 及 Ctrace), 60 
可 (group), 25 四 和 
a | 图 示 (graph), 3 
人 《~ef units), ~ 33 蜡 立 隆 (trichstomy),， I1 
E 换 一 (transformation 一 )，28 
1-1 变换 [ 医 换 ] 的 一 (一 of 1-1 trans- 于 五 划 
formation [permutation]), 29 链 Cchain), 174 
# 次 对 称 ~~ (symmetric~ of degree 会 成 一 《composition~),184 
#2), 29 链条 件 (chain condition》,，131 
符 环 ~ (cyclic~), 绽 隆 ~(dcscending~》，156,，184 
由 # 生 成 的 ~ (~gcnerated by 由， ~ (ascending~), 132, 156, 184 
奖 代 一 (alternating 一 ),37 血 (power} 
低 弟 一 (transitive 一 )，37 th) 23 
商 一 《quotienk [factor]~), 41 一 (Oo- 一 )，168 
M-~ (M-~), 122 整数 (integer), 13 
咎 同 构 ~C~of automorphism)，45 高 斯 一 〈Ganssian 一 )，114 
狼 一 (一 of outer automorphism), 45 9 一 09- 一 )，168 
僵 形 一 《holeomorph》，46 代数 一 (algebraic 一 )，1658 
加 法 ~ (additive 一 )，49 Ro(8) 的 一 (一 of Ro(9)), 170 
由 子 双 的 集合 生成 的 一 《一 genclated | 岁数 采 (system of integers)，12 
by set of subgroups), 71 整 区 {integral domain), 51 
带 算 子 一 《~with operators), 119 高 斯 一 (Gaussian 一 )，107 
可 解 ~ 《solvable~),129 生理 想 一 (principal idecal~)，113 
革 名 一 Csimple 一 )， 130 欧 几 里 得 一 (Euclidean 一 ?)，114 
3 一 一 《simmple M-~), 130 整 性 相关 (integral depenience), 168 
可 分 解 的 一 〈decomposahle 一 )，142 整 御 封 于 (integrally closcd), 170 
齐 罗 ~ (homogcneous 一 )，147 模 (module) 
5) Cserics) 在 ~(left~),151 
正 闹 ~ (nonnal~),，128 有 ~Cright~),， 152 
等 价 的 一 (equivalent 一 )，128 环 的 一 (一 of ring)，152 
合成 ~ 《compesition 一 )，131 差 一 (differcnce 一 )，153 
党 一 《ordinary 一 )，133 交 限 生成 一 [finitelygcneratcd 一 )，154 
首要 一 (chicef 一 ) 133 循环 一 (cyciic 一 )，154 
特征 一 (charaeteristic 一 )，133 单 式 一 (unitary 一 )，154 
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